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V o r w o r 

UWenn es einigennaflseii ▼erdiqnsttich isl, w«oiger lar Erweite- 
rung ab nelmebr sor grösseren Verbreitung einer Wissensdnft das 

Seinige beizutragen, so hoffe ich mit der Herausgabe vorliegender 

Schrilt keine überflössige Arbeit imternonimen zu haben. Sie soll 
nicht mehr noch weniger als ein Compendium füi* akademische Vor- 
lesungen und sugleich ein Lehrbuch zum Selbstunterrichte sein, was 
Tielleicbt den Freunden der Wisseaschaft um so willkommener ist, als 
noch iLcin Werlc existirt, welches die zaUreidien in verschiedenen 
Zeitschriften und einzelnen Werken zerstreuten Erweiterungen ent- 
hielte, womit die Theorie der Differenzen und Summen in neuerer 
Zeit beschenkt worden ist. Gleichwohl wird man nicht zu erwarten 
haben, dass ich jede zn meinem Thema gehörige Betrachtung, die ir- 
gend wo einmal vorkommt, in extenso mittheile, denn einerseits sind 
mehiere allere Arbeiten durcli neuere urniassenderc Spekulationen 
äberflössig geworden, andererseits bestimmten mich praktische Rück- 
sichten, manche sehr weitläufige Untersuchung wegzulassen, die ent- 
weder nur einen geringen Grad von Allgemeinheit besass, oder zu 
so unförmlichen Resultalcn lührte, dass man ihre j>rakiische Brauch- 
barkeit in Zweifel ziehen musste. — Den hterarischen Angaben habe 
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ich die möglichste Vollständigkeit zu verschaffen gesucht, ihre etwaigen . 
Mfiogel aber bitte ich mit den hescbrinkteii VerfaftltDissen eines mibe" 
soldeten Professors und mit der im mathemaliscben Fache gani ausser- ' 
ordeoClicheti Aermlichkeit unserer Oniversitfttsbibliotliek entsdiuldigen 

zu wollen. — 

Besonderu Dank endlich schulde ich llerrn Dr. Wieg and für 
die geialiige Uebemahme der Correktur und dem Herrn Verleger für 
die elegante Ausstattung des Buches, 

Jena im August 1Ö4Ö. 

f^cMömUch. 
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Ute FmdcCloBcni wmä Ihre WiMttsrmmmmm 

Di» aUgemeimte Abstraktion, zu welcher sich die Mathematik im 
Verianfe ihrer stufaoweiMUi Anabildimg «Mmo bat aml mglflich die 
bftcbflte, zu der sie aich flberbanpt erbeben kann, ist der Begriff des 

uQbeslimmt allgemeinen Zusammenhanges zwischen zwei oder mehreren 
Teräutleriidien Grössen. Man gelaugt zu demselben, wenn mau es ver- 
sucht die Griiiaea der fiieraeBlanuatbeiaatik dadurch su ermter% das« 
mao, alle die BeadusKnbnigea» ivelclie den, Grfiss^,. wonift sie aldi 
beacbiftigt, auferlegt sind, so wek ab dicss Uberbaopt tbunlicfa ist» 
wegschafft, Betraditcü wir nun den Gegenstand der nißderen Ariih- 
raetik näher, so finden wir eii^e Keihe von R^eia, weiche uns die 
ABwendoog geinsser ftef^iningsoperatioiiea Jebreo, TonoBgeselat, das» 
die Grössea, auf welche die Opcratioiiea angewendet werden 'Sollea, 
bestimmte ans einer angegebenen Menge von Einheiten snsanmengesetzte 
Z;ilil*ii siiul. Wollen wir die Beschränkung, welche in der bezeich- 
neten Voraussetzung hegt, auiliebea, wollen ynl/t die Grössen gewisser- 
messen ans dieser Starrheit erlftsen nnd in lli^e bringen,. 40 mflsafsi 
wir zupi Begriffe der wiUkübrlicb vertoderfcben. Gritoae au|iteigaB. 
Damit allein, oder auch mit der VeraUgemeinemng, dass man sich 
mehrere solcher veränderlichen Grössen dächte, würde aber nicht Tiel 
und am allerwenigsten eine Rechnung anznfangen ^ein, d^nn bei der 
Beweglichkeit jeder ^e»et ffir aicb .icarialilen Grßseen würde sich die 
. ganze Abstraktion ins Unbestimmte blnem yeriieron* Dieaa nölbigt im» 
zu einem neuen Sdu iUe, wir' sind nämlich gezwungen ( ine Verbindung 
dieser Veränderlichen hmzuzudenken » einen Zusammeniiang ähnlich dem 
^wiscfaen Ucsacbe und Wirkung. Itoer Zuaammephang swiMbeni mei 
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oder mebrmi Variabein bildet, ganz nnbestiiniiit und allgemeiji ge- 
dacht, den Begriff der FMiiim, den wichtigsten der falberen Mathe- 
matik^ Sind z. B. iwei Tertoderlicbe Grössen x und y durch die Glei> 
chuog y = 2j?-f-3 mit einander verbuudeu, so erkennt man leicht 
einen wesentlichen Unterschied zwischen den Aenderungsweisen dieser 
Variabein* Sobald nimlidi x schlechthin wülkohriich angenommen 
werden darf, findet sich y durch die aulj^estellte Gleichung ?on selbst 
und jeder individuelle Werth des x zieht einen ihm cul^prerhenden 
nach einem gewissen Gesetze gebildeten Werth von y nach sich. So 

erhält man für » = 0,1,2,3,.... der Reihe nach ys= 3,5,7,9 

Wir unterscheiden daher imMdngiffe und Miln^ye TerSnderiiche 
Grössen unid in sofern diese mit lenen durch eine gewisse Gleichung 
verbunden i^irid, nennen wir eine Grösse der letzteren Art eine Funk- 
tion von einer Grösse der ersten Art. So ist in jeder der «dcichua- 
gen y SS (9 — 1)^ y ^ hgx, ^ ^ tinx jedesmal y eine Funktion 
von X, aber andi jedesmal das Gesetz, nach welchem sich jf aus x 
bildet, d. b. die NiOur der Funktian Tersehieden. Die Bezerchnongs- 
\\ti>e dafür besteht darin , dass man für die variabeln Grössen die 
letzten Buchstaben des Alphabetes und für die Funktion einen der 
Buchstaben F,f,q>i^,x etc. braucht, auf welchen man die unabhän- 
gige Veränderliche in Klammern eingeschlossen folgen ISsst. ISne 
Oleicliung wie y =- f(x) bedeutet demnach: mit Hülfe gewisser nicht 
näher bestimmter Recbuungsoperalioneo lässt sich zu Jedem indivi- 
daellen x ein zageordnetes y finden. — Man kann audi x und y 
ihre Rollen Tertaoscben lassen; sieht man s. B. in der Gleichnng 
y =s 29+ jetzt y als unabldingige und x als' abhängige Variabele 
an, so wivd X ~ (y — 3>^ in ähnlicher Weise folgt aus jeder Glei- 
chung wie y = (pix) eine andere von der Form x == ^iy)» — Es 
Tersteht sich nach dieser Bestimmmig fa^t von selbst, was man sich 
unter einer Funktion zweier oder mehrerer nnäbbSngiger Variabein 
m deidten habe, nindieh eule Grosse, wdehe von swei willkührlichen 
Veränderlichen zugleich abhängt; ein Beispiel hierzu gäbe die Gleichung 
y ts^ X^-{- logiSj worin y als Fimktion von x und z erscheint. Das 
allgemeine Schema ehier Funktion zweier Variabebi wird hu Zei^ 
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ehen dtirdi y =; fix,») dargestellt, ebenso würden y = F(fl,M,u), 
y s a> (w,M,u,t) u. t. FvDktioiMB Ton drei,, vier Variabein u. s. w. 
«mdrtlcltMi. Audi hier kano nun tinen Roltenlaiiscii uolcr den Yor- 
bandenen Veräoderlldieii Tornehmen; aus der Gleidiuiig y =b fix^%) 

folgt z. B. a? = (p(y,z) und ä = tp{!B,y} und gani ähnlich verhält 
&ich die Sache mit den übrigen Gleichuogea der Art. 

Der Begriff der Funktion bringt uns nun Ton selbaC auf eine 
Frage, welche lu dem Thema unserer Unterauchungen, den Differenz 
zen variabler Grössen , hinleitet. Lassen wir nämlich in einer Gleichung 
wie y = f(jB) die unabhängige Veränderliche x um eine bestimmte 
uns bekannte Grösse h sunebmen, so ivird sich im Allgemeinen audi 
idte abhfingige Variabele y ändern, aber da wir nicht wissen um wie 
Tiel, so liegt die Firage nach dem Betrage dieser Aenderung am nftcfa- 
sten. S( fWK nun f(x) den früheren Werth von y darstellte, so be- 
zeichnet, nachdem x + k an die Stelle von x getreten ii»t, /(x + A) 
den neuen Werth Ton y, und da offenbar 

/(a;+A) ^ f(a,)^lfCx + k)-f(ßi)] 
ist, so giebt der Unterschied fix-^h^—fCx) die GrOsse der Aende- 
• ruug von f{x) oder y an. Diesen Unterschied nennt man dit; Diffe- 
renz der Funktion fQx) und bezeichnet sie mit J f{x), wobei man 
sich nur hflten muss das Zeichen J mit einem Faktor zu verwech- 
sefai. Es ist daher identisch, da es sich bios um die Definition euies 
Zeichens handelt: 

1) Jf(x)=^fix + h)-fix) 
oder man kann auch 'si^en: ans der Gleichung 

2) Jf = f(ßf) 

folgt, wennn sidi at mt h indert, die neue Gleichung 

3) Jy ^ f(x + h)-f(x). 

Setzt man in der ersten Gleichung ganz einlach fix) = x, %Q giebt 
dieselbe 

und hierin spricht der Calcül gewissermassen die Forderung nadi Goa* 
Sequenz in der Bezeichnungsweise aus. Die Gleichung sagt nämlich, 
da die Aenderung von fiw) mit Jfix) beieiGhBet worden ist, so 



wöcde es Cünsc(|ucni sciu , die Aeoderuog von x , Däiiilicli h , diirdi /fx 
anmdettteii. la <ler Tbat werdw wir audi dicMO Fingmeig ObaaU 
d» bmtsen, wo d«r Torth«il euer el«gaiit«ii Fom deu «kr Ktm 
fifcerwiegt und dann 

an die Steile der Gkicbuug i) treteii lasMn. 

f. 

Um das im vorigen Paragraphen Gesagte durdi einige Beispiele 
zu erläutern, wollen wir die Differenzen einer Anzahl von speziellen 
Funktionen entwickeln» und zwar wätden wir für die letiteren die ein- 
fachsten Funktionep, >uf welche die Aritbnietik und Geometrie hin- 
führen. 

Gehen wir von der Potenz aus, bo bietet schon die einfache 
Gleichung 

1) 6« s= c 

Gelegenheit zur Bildung von mehreren Ycrscbiedenen Funktionen. Da 
nSmIich in ihr drei Tersdiiedene GrOastn Torkommen, so kann man 
immer je zwei von ihnen als veränderlich und ilif.; diiLLe als unver- 
änderlich ansehen, und diess giebt drei verschiedeoc liauptMe» weiche 
wir der Reihe nach betrachten wollen. 

I, Ist a unveränderlich und ändern sich b und e, so kann man 
entweder b = x und c = y oder 6 = y und c = x setzen, wobei 
X immer die unabhäugi^^e Yariabele bezeichnen möge. Man hat dann 

a^ s y und j^' w; . , 
entwidtelt man aber y aus der xweiton Gleichung, so sind die beiden 
Funktionen 

y sst tmd y 1^ an* 
nicht wesentlich von einander verscfaieden, denn bade heissen Poten- 
zen und stehen unter dem gemeinschaiUichen Sdiema 

2) y = xf*. 

Daraus feigl sogleich: dy (« + A>^~«f^ oder 
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IL Ist 6 iwvwin<iler]i€b'|( .so kaou eutwcdcr a = a; uud c =s y 
od« a SS jf mA c SS u sdn« Der erete Fall giebt die sogwanaU 
ExponenzialgrlteM ft* und 0)r 

4) y=i« 

Üadet maa Jy r= 6«+'» — oder 

5) = (4^—1)6*. 

Der tv^te Fall fiUiii, weom maA die enletelieiide Gleichmi^ ffl m « 
nach ff aiilUst, nun Legarifluniia, nSmlidi 

6) y , (1)88.^) 

und dann wird a« + A)--r-i^9 oder 

7) i#y,« 

HL Für ein constantes c endiidi erliält man, wenn zuerst a = x 
und ( sä 3f gesetst wird 

8) =5 « oder y « c* 

und folglich = c*"*»* — c* 

ferner fi&r « a y und ( b a» 

obv s e. 

Nimmt man beiderseits die Logarithmen in dem Systeme mit der Bads 
c, so giebt diess ylogx ^ 1 oder 

' ^ logx 

und hieraus hadet man ohne Schwierigkeit 

Eine weitere Quelle verschiedener Funktionen ist die Goniome- 
Irie» weii wir auch hier zuaammengehörig^ Paaren Terftndeilidier 
Grftssen begegnen, wie i. B« Bogen und Sinus, Bogen und Tangente 
etc. Um aber nicht h enaimie und unbenannte Zahlen dureh einander 
zu haben« wollen wir die Bögen sämmüich in Theilen des Halbmes- 
sers ansgedrückt Tonrassetzen, so dass es ui diesem Sinne tu jeder 
abstrakten Zahl a einen Sinus» Cosinus vu s. w. giebt. Die Reduktion 
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% 

eines solchen mibenamiten Bogens auf Grade gesduehl leidii ditrcii 
die Bemerkung, dass der Lange n der Bogen von 180^ entspricht , da&s 
jniüiin die Gradeanzahl ^, welche sur Linge a gehört, mittebt iler 
PhiponieB 

JT : « = : 

gefunden werden kann. — Eine Gleicliung wie h = tina giebl nun 
zunädiüi für a = d;, 6 = j^: 

11) y as sAi 0 

mithin Jf «b sAi(0 + — nuar oder'imler Anwenditiig 4er hdumn- 

ten Formel = 2«iji^^cöi^!^, 

12) » 2«» y coi C» + 4)- 

Setsen wir dagegen a » y, A es so ist m dir Gldchmig sät jf 
nmmiebr y derjenige Bogen, dessen Sinns die Linge m hat. Da es 

aber solcher Bögen unzählig viele giebt, so wollen wir aus denselben 
nur den kleimim hervorheben, d« h. da^enige zwischen o und n 
enthaltene y, f&r weiches jt» y s « ist Beaeichnea wir diesen Bo* 
gen mit Asttn^oi, so wird 

13) y = Arainx; 

ferner Jy =^ Armnix-i-h} — Arcsinm, woraus man durch Anwen- 
dung der Formel *) 



*} WtoB di« Btfia « «ad «, tob d«BM « dar |Hüi«n Min aiSce, im ersten 
Qaidranttn hegen, md «im» = «m« s ^ tot, fo folgt co«« s ^ 1— 
«o«o Ä ^ di« goomolrisclio Fonaol 

IMl(ll<-»0) =B «loiicotf — «iotcoiM 
Tfraiadott oioh hioidnrdi ia 

«<i»(u— «) SS «/*f^?"— /j/* 1— if*. 
Da abor unter don fonioehten VonoHOlioDgeo mch «— o ein ipilicr Bogen itt, «• 
wird bienNis 

«— » = >lm»(cey^ 1 — /fO—^/* i — «*). 
Andereraeits folgen aber wegen der dem t< and v angewietenen Grlmen BM«ii»s« 

und sin» — ß die Gleichungen u = Aicsma, v — Arcain ß ^ durch deren SabsUtiition 
die vorige Relation zwischen t, o und fi la die oben ciiirte Formel ubergeluliri 
wird. 
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Arcsma — Arcsinß ==: Aresin (aV X — 1 — «*) 
sogleich die Differenx erhalt 

'l4) J9 = ircftn[(a? + A)/ 1— 1— (a? + Ä)^. 
In ganz derselben Weise entstehen aus der Gleichung b = cosa zwei 
verscbiedene Funktionen. Die erste ist 

mit J jf =. ,eo8 (x h) — cos x oder unter Anwendung der Formel 

16) — — 2ffiif . «»{« + 4^)- 
Die zweite hieher gehörende Funktion ist 

17) f = Arccosx, 

wobei wieder Arwt» x den kleinsten deijenigen Bögen bezeichnet, ^ 
welche x zum Cosinus haben, oder y als Bogen des ersten Quadran- 
ten Torausgesetzt wird. Bemerkt man, dass dieser Definition infolge 

Aroeosx ^ ^ — ^€sin» 

iät, so hat man =s — [ArcsinOs-i- h) — Arcsingg] d,u nach dem 
früheren 

18) ^y« — irwm[(»+A)/T^— ap/* 1— (ay + A)»I. 
Aus der Gleichung ( es tana entspringen ebenfidls zwei Funktionen, 
je nachdem man a = x und 6 =3 y oder a = y und x nimmL 
Die erste dieser Funktionen ist 

19) y as tan» 

und wenn man hier die DifTereuz Jy =^ tan{x^h) — tanx mit Hülfe 
der gomometrischen Formel * 

Uma — tan ß SS - > — 

umwandelt, so wird 

20) Jy = 

^ ^ cotx . cos (iB-f'h) 

Im zweiten Falle 0 :=s tany folgt dag^en, wenn y als spitzer Bogen 
▼orausgesetzt wird, 

21) y = Arctanw, 
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iiad dardi Anwenteg 4er ibekuntoD Formel«) 

^rrtoita — Arctanß = ircmn ^^j^ 
auf die Difleren« iref«ii(#+ *) — ircrwi» wd jetet 

22) J$ ^ Ärua» r^:4^T*> 

Gehen w endlich von der Gleklmag 6 ^ cala aus, so vi einer- ^ 

setts im a = 6 = y 

23) y = cetx 

und wenn wir für die DüTeren« /Jy = col (a? + A) — cofo? die goiüome- 
trische Fofmd 

benntzen, so ergiebt sidi 

Andererseits giebt die Gleichung 6s=cot(ifiir<iasy« (»9, wam 
^ als spitzer liogen vorausgesetzt \viid 

25) y = iirceola;. 

BerQduiGfaÜgt man hier, dass den Definitionen ton Aretamw und 
Arecotm nifolgo die Gleichong 

Ärccotx = -l" — Arttanx 
stau liudet, so hat man -^^n ^ — (irB(«i(« + A)— ircT«»»! oder 



Ftir k»u s er, toiif =s ^ Tenvand«lt «ch die fMioinelrisdie Fotvel 

. fonu — tanp 
ImCu — •} = 'S—TZ 'i — T ' 

lan(u-«) = 

Sind « QDd V beide spitxe Bftgen nnd «>«, so ist aodi «^e ein Bogen des ereten 

^(uadraaten und mithin 

u — V = Arclan " ^ 



Anderendte folgen aber nntw den genediiMi Voremeetungen an den Gleichnngen 

U»u = «j SS ^ die neaen Gleichaogen u = Artim», .« a MfOamßp dareh 
deren SubBtiintion die vorige Bexiebmig swiachen « nnd ^ In die oben benntile 
Formel flbefgeht. 
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26) Jf'^-ÄTMH 1^4+*) - 

Die kleine Formelasammlung, welche durch diese Betrachtungen zu 
Stande gekommen i»t| wir4 man nun Imdai nie Bildung von Beieiiie- 
len Ulr die spiteren aUgemeinen Tbenrane der Diflcrenaen und Sum«* 
menredinung benutzen können. 

Sind die Funktionen nidit so einfach, dass man wie im vorigen 
Paragraphen ihre BlÜBreoiett nrnnKtelbar entwidKeln kann, aondern 
viebnehr ans ehmlnen Funktionen zusammengeseliC, dte man für «ich 

wohJ differenfiren könnte, so entsteht die Frage, nach welchen Ge- 
setzen sich die DilTercnz der Gesammtfunktion ans den Differenzen der 
einaehien Beetandtbeile suaanunensettL Wir wollen diese Frage unter 
der Toraussetsung beantworten, dass die compüaiiiere Funktion mit 

Hülfe der vier Grundrechnungsarten aus anderen Funktionen gebil- 
det Ist 

1. Sei mnieiist f{m) eine Summe oder Differenz mehrer anderen 
Funktionen, also etwa 

fix) = ± V'C«) ± ± 

oder kürzer 

1) . y = ui w ±«±.,.i. 

wobei man nur in nmken hat, dass y»«»»,... sanuntUch Funktio- 
nen einer nnabhlngigen YariaMett « bedemen, so liebt dia Aende- 

rung des ar eine gleichzeitige Aendernng von y ,u,v ,tD nacb sich. 
Geht also x m a; + Ä über, so treten ^ + JyfU-\-Jn,v-{-Jv, 
w + Jw,.»» an die Stellen von jf,u,v,w,.,, und es ist dann 

bierans folgt durch Subtraktion der GleSchung 1), 

2) Jij — Ju + Jv±_Jw'\r 

Schreibt man lür y seinen Werth, so erkeiml man aus der Gleichung 
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dass sich das Zeiclieu J auf den Inlialt einer Parenthese älinlidi ver- 
Iheilt wie ein gemeinschafUicher Faktor, eiue Analogie, die wir später 
weiter verfolgen werden. 

IL Ist f{m) ein Prcnlukt aus zwei andern Funktionen und 
i/;(a?) also f{x) = 9)(aj)t//(a?) oder 

3) y = 
80 folgt, wenn sich x vm h ändert, 

y + » (« + ^Jv) 

und diirdi Subtraktion der Gleichung 3) 

4) — uJv + vJ ti 4- Ju . Jv, 

Wäre einer der Faktoren ti und o constant^ etwa »^Xr, d. h. ent* 
apricfacn den Terschiedenea Werthen von m nicht verschiedene Warthe 
von V, sondern immer einer und derselbe h, so wflrde eine Aende- 
rung des x keine Aeuderung des v uacii sich ziehen oder es wäre 
c= 0. Aus 

5) y»ftii 
Idgt also dann 

6) Jy^kJu, oder J(ku)^kJH. 

Aus diesem und dem untei 1. bewiesenen SaUe lässl sidi uuu eiu 
allgemeineres Tbeurem tierleiten. Ist nämlich ^ 

7) y=i« + A> + Ciii + .... 

wo A,B,C,,,» beliebige positive oder uegative von x unahh in g ig ct 
Zahlen, also relative Constanten bedeuten, so ergiebt sich 

8) AJu + BJv + C^K? -f . . . . 

m. bt endlich f{m) f^eich euiem Quotienten oder 
so «ird durdb Aenderuog des m 

und wenn man die Gleichung 9) davon subtrahirt unter Reduction auf 
gleichen Nenner 
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Diese Fonnel könnte z. B. dazu dienen, mn ans ilen Differenzen von 
eo»x und sinx die Ton tmx abzuleiten, indem man ««coi« und * 
V SS tinm setzte. 

I. 4. 

Differenxen lidherer Ordaangeii* 

Da die Differenz einer Funktion von x mrner wieder eine Funk- 
üon derselben Variabelen ml, so muss es olleubar möglich sein, die 
Operation des Differenzennehmens auf diese neue Funktion anzuwenden, 
das dabei erscheinende Besultat ebenfiiUs wieder zu differenzireft u» s. f> 
Obeibaupt die gedachte Operation beliebig viehnal nach einander rorzn- 
nehmen. So giebt die Gleichung 

wenn man beiderseits die DifTerenz oiaimt 

^{Jy)^Jf{x + h)'^JI{fD) 
wolftr man kürzer zu schreiben pflegt ' 

J'^y = Jf{x + A) — Jfix) 
Da man nun die Diflerenzen auf der rechten Seile entwickeüi kann — 
es ist nämlich^Aar + Ä) = f{x + 2*) —fix + h) und Jf{x) = /(« + k) 
~rA^) ~" ^ erfihrt man. hierdurch die Bedeutung der zweiten Diffe- 
renz von y* HoChmalige Düfensilziation gäl)e jetzt " 

oder 

und da man Toihin die Bedeutung der zweiten Differenz kennen gelernt 
hat, so Msst sich die reditc Seite- entwickeln und lehrt, was unter 

zu verstehen sei. Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, 
ist unmittelbar klar und es bedarf nun noch einer Uatersuchuag über 
' das Gesetz , nach welchem sich die successiven Differenzen von y bilden* 
Bezdcfahen war zur AbkMung die Ftoktionen 

f(x + h) , f(x + 2h) , A« + 3Ä) , + 

worin $ eine positive ganze Zahl bedeutet, mit ' 

iFi • sfi i ifs * y« 
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so dass mit y einerlei sein würde, so gelten dem BegriiTe der 
Differenz zufolge die Qeidiuii^ 



^if»-i = y«— y«-i 

Nimmt man die DifliBceiii der enteo Gleicfaung, so 

J^^Jyi-^Jy^ = (ya — jTi)— (yi — y.) 

oder 

^^i/ = j/» — 2j(, +ihb 
liiervon ist wieder die Differenz 

= (y«— yi)— a<i%— yi)+ (i%^yt) 

oder 

= ys — ^y, + 3y, ^0- 
Eine nochmalige Anwendung dersettiea (^eratioo wurde zu der Glel- 
cboDg 

^«y 3s üt^dys + 6|% — 4yi 9b 

führen und man siebt leicht, dass die allgemeine Form dieser Glei* 

cbvng du]:ch 

<^'y=*y»-T^y»-i h-^smi— — ±^aib 

aosgedräckt wird, worin ,Ai,*„A» gewine cmnlaiito nur yon a and 
ihrem Index abhingige Goefliaenten beaeidmen, deren Bildungsgeae^ 

nocli unbekannt ist. iiia Blick auf die iutsiierigen Cuciiizieuten 

»,4,6,4,1... 



führt aber auf die Vervuithung , dass ilf , , ... Ä, mit denjenigen Zahlen 
identisch sein kdmiten, welche angeben wie viele Gombinalionen m je 
ein, zwei, drei ... f Elem^ea siafa nns $ Elemenlei^. bilden lassen, 

wonach 



j ^ .d by Google 



Ii 

sein müsste. Bezeichnea wir diese Zahlen mit 5| • «2 , , ... so wäre 
jetzt 

-^•if = Sft— «ijf^ +«ijr*-i— .... 

Ob' diese Annahme richtig sei oder nidit , onus eine neue DiCTerens 

zu ericennen geben. Man hat dann 

= ^y«— *i Jy^ + s,z/y^ — .... 
oder wenn man auf jedes Glied recht den Satz —fb an- 

wendet 

= —y») — »I (y«— y^) + «a (y*-i — y^ 2) — .... 

d. i. durch Vereinigung dnr Glieder mit gleichen Faktoren 
= y.+i — (l+5|)y, + [Si ^s^)y^ 

(«t^-H)y*-l+"•• 
Man hat aher 

•» + •»+1 

_ I) (9^9.„it^n^l) sjs—l) (s—2) .... (*— n 4- 1) (5-n) 

1.2.3....» l.d.3....ii(»Hrl)~ 

_ i(f— l)(«~2)....(j— »+1) r, . s—n 1 

1.2.8....n ^ «+| J ' ^ 

~ l.2.3....(ii+l) " - : 

äU u .weü d^ j)^t^ Attsdrndt so nuf ^+1 g^ildet ist wie $^ aus # 

2) v+*H4. = («+iw . : " 

und wenn man diess in der Gleichung für J"^^y benutn, so wird 

= y^, — + f/« 4- (»+l)ay«-i 
P^.^i^mÜGhe, würde mau audi aus der Formel für erhalten ha- 
lb^ penn man dort s +1 für s schriebe. Die Formel bleibt also fär 
JM"^ richtig, wenn sie es för ^'war, und da sie ffir a =s 1 gilt, so 
ist damit ihre Allgemeingültigkeit bewiesen. Wir haben deiimach 

wolOr man vermöge der Bedeutung von y,]i^,)i^».,. auch die Glei- 



substituireu könnte. 
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So hat man beispiclsweis für fi^c) = b*, 

.... +(— 

oder 

Da mau hier die auf der liukea Seite Torkomniende DiiTereuz s^^r 
Ordnung auch unabhiüagig ?on der rechten Seite für sich entwickeln 
kann, bo gebngt man hierdurch shm Beweise eines nenen Saties. Es 

ist nämlich 

6* = (6*— 
J'tb' = (6*— l)z/6* = (6*— 1)2^ 

= (6*— = (6*— 
und folglich , vican mau diess in No. 5) substituirt, 

D' (**/-*i(6*)^»+«»(6*)^»— ....+(-l)'S. 
oder wenn man ^ s seltt 

80 dass also auch die Differenzenrechnung « inen Beweis für den hino- 
mischen Lehrsatz bei ganzen positiven Exponenten liefern kann. 

Nimmt man als zweites Beispid für das Theorem ^ f(^^t^, 
wo m einiB ganze positi?e Zahl bezeichnen möge, so wird 

6) ■ J'iaS^) = (ä+#A)"»— *i (a?+«"=TA)«+«j ..... 

+(-.l)«s,aF 

Auch hier kann man wenigstens in einigen Fällen den Werth der lin- 
ken Seite unabhängig von der Reihe rechts entwickeln und dadurch 

wieder zu einem neuen Satze gelangen. Ks ist nämlich 

oder wenn man auf {m-^-ky^ den binomtsdien Satz anweddel 

♦ 

wofOr lik kwi s'efareiberi woUen , ' • . ' 

Hieraus ergiebt sich nun weiter 
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J\$F) = mkJiüif^^) + J^h^Jii^^) + tik*J{a^^ + .... 
d. I. wenn man für jedes eintefaie Glied das Toriwi GeAmdene benutit 

H- 

Indem man hier diejeoigea Glieder vereinigt, welclie gleiche Potenzen 
Ton « enthalten, eikennt num leicht, daas sich die tweile Differenz 
von a«" unter die Form stellt 

^»(^) = «(«•— 1 Vr*-W -h iljn^H» 4- B.^x^*h* + .... 

liiervon ist nun weiter »iic Differenz 

■ 

und wenn man die Differensen auf der rediten Seite entwickelt, so 
erfailt man ein Resnitat von der Foim 

Wie man auf diese Weise weiter geben kamt, eriidit von selbst' und 

« 

ragleldi erkennt man, dass nrit^jeder nenen Ditferens eine Erniedri- 
gung der Potenzen von x eintritt. Da andererseits auch leicht einzu- 
sehen ist, dass keine negativen Potenzen von x vorkommen kuiinen, 
80 erkennt man hieraus lusammen die Richtigkeit der Gleichung 

J^aF) = m(«— l)(iii-2)...(m— i5=1)«^A«, 
weldier tufolge die mt* Differeni von sieb auf eine von x unab- 
hängige oder constante Grösse rcduzirU Man liat dauji weiter 

Jm-i-^a^) = 0 , '+^( i ") = 0 , ... u. s. f. 
Es ist daher leicht, den Werth von 4J\aiF) Uhr die iwei Ffille aniu- 
geben, wo $ entweder = m oder > m ausflllt, nlmlich 
= l.a,8...m.iM" rar»t==^iit . 
= 0 für « > m. 

Diesen zwei besonderen Fällen entsprechend giebt nun die Gleichung 

6) mr I = m 

2 
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und f Ar s > m 

8) 0 = (a?+«Ä)"»— «|(«H-,^Ä)"» + «,(«+i=ä*r— .... 
Itür SS 0 erhAlt nan daraus die beiden spciielleii SlUe 

1.2.3...»» = »i"»--aw,(iM— lr + f?ij(7ii— 2)"— 

und 

0 = «"»—«I (j— 1)« + f2 (I— 2)"— f,(a— 3)" + .... 
wobei aber $ >« a^in mu«s. Nfanml «aii da^tagen in N«. 7^ s^i,h 
= 1 »in = p — 1 , so ergiebt aich die gleioWalls bdhiiericeitswerdie Spe- 
zialisiQiing *) 

1.2.3....(|H~1) 

Als dritles Beispiel für die Fomel S) oder 4) bemitjten ivir die Ad- 
nahme f(x) = Hnx; es Ist 'dann 

= «m(<r-h*Ä) — «I «»(x+illTÄ) + $i «n(a;-Hri^) ..... 

• • 1 

•) In dea ZmÜm «i l^ft Algtbr« (tTTB) Mt«l Ijfftw« htana» 4i8 NW- 
Wselie Theoram flb«r MbuMmi «nf falfaade Weite ab. 1 (p—lh — (^l)t 
+ l)t — i>W *o 

1.2.3.... ii> - 1) + 1 

Zelbige de« Aneel'selieii Selses ist aber flP*^— "1 immu darefa )i duie Beel theilbtr, 
•obeld p eine Primtaht nnd « kein VielfMhes rea ji iet Dareoe ersieht aua, das» 
jede« Glied der Beibe recbto dnreh p «uMmdirl werden kann nnd ein ReenUat von 
der Form 

gtebt, worin €|,<»|,C|,... poeilife ganze Zahlen bedeolea. Dt dber die Binomial- 
koediaienten (p — ^l)ii^— l)i ele. tauner faoze Zahlen sind, «o erkennt nan, daas 
die rechte Seil« eine gaaie Zahl aiisaiacht. Da ann dasselbe fkr die linke Seite gel- 
ten' mass, so folgt, dasa l.a.S...(p— jedeneü dnrth p anfgehl, wean p eine 
Primzahl ist, and bierin besteht da« Theorem roo fftlMH. 
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Andererseits hat mau aber 

oUer wenn man die Differeu. auf der rechten Seite nach der Formel 
für Jcois emwickeU, indem man x+A an die Steile ,on ^ seUi 

^nx = - (2Hn ±)\in {x + f). 
Man findet dann weiter 

oder * 

■ 

Jhmx =r - (afin-i) wa(a?H- ^) 

iiiidiiitt einiger Auftnerksamkeit wird man leicht bemerken, da« der 
Zeimiiwechsel nAdi dem ScheniÄ 

Tor Hch «ehu Berüctaichdgt'™» «od., dL"*etoe^Re'ihe "wie 

„ . t ""„"^ + - . ... 

•■■icr der Pom 

dargestellt werden kau»., also das ,te Glied deneibeii durdi lAi(-f2L+,. 
ausgedrückt wird, so erlUUt man ^ 2 ^ v 

10) J*iinx = (2tt-||i)'«tt(a;-f «-^) 
und durch Vergleichung mit Na. 9) gelangt man in der Snmmenformel 

= w*<a;+fA) ~- f,ari,(aj+;ZiA) + 5,«m(a?-f .-ir^Ä) - .... 
Gnu ifanlicfa IM -aidi die Betrachtung für die Spezialisirung /(*) 
=a cote durchfahren. Die Formel 4) gieht nämlich 

2* 
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12) J*eHx 

Andererseits ist aber uumiUelbar 

i/«eosar = -I- (2ft>iY) eoj(«+^) 
Da naa aber eine Uciiic ?on der Form 

fmtor der besaern Geatali 

7V 21^r Stit 

«m(-2"+*i) » «m(-2^+«i) » wa(-j-+«i) . cosi-^+i?,) , ..... 

darstellen kann und folglidi das $te Glied dieser Heike durch 

amgedrdekt vird, so tkberaiaht man sogleicb die Ricklaglieit der Formel 

h * TT+A 

13) J'cotx = (2«iiirg-) coj(a?+»— g — ) 

aus (leren Vergleichung mit No. 1*«) die uactiätehende Keihensurami« 
rung resulLirt: 

h * Ti-i-h 
* 14) (2*m-g-) cosCa; +«——-) 

= eoa(a7HriA) — <|€Off(a»+^A) + aiCe«(ar+4^9) — 

weldie der m No. 11) entwickelten veUkemmeii analof iet. 



f. 5. 



FormuUrt man die Aufgabe, mtt weidier wir uns im vorigea 
Paragraphen beschiftigt haben, folgejideraaaBen: nirgend eine der Dif- 
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ferenzcn , J^y , J^a » .... etwa J*y durch die Funktionen 
> ^1 * * auMudräckim/ so erkennt man bei nur geringei' 
Aufmerksamkeit, dass sidi diesem Prolileme das- nmgekelirte gegen- 

aber stellen iSsst: ,Jpgend eine der Funktionen , Vi » 

etwa durch die DilTerenzen ^y , » J^y , .... auszudrücken.** 
Die Lösung demselben ist sehr leidit, wenn man die Gieichüiigen 1) 
des vorigen Paragraplien in der Foim 

I y* = yi -t- ^yi 
i) { ya = yi + 



«chreibt nnd jede in die darauf folgende siAstilairL Diess giebt fol- 
gende einrachc Rechnung 

y» = (yH- ^y) -f ^(y + ^y} 

^ y-^-^tJy^A^ 

U. 8. f. 

Da hier dicbciben Coeifizienteii nuftrelcn, denen wir schon iuk vorigen 
Paragraphen begiegneten^ so. därfen wir Yermuthen » dass 

y$ = jr-f »i^y + + + h^*w 

sein werde. Die Richtigkeit dieser noch problematischen Gleichung 

zeigt sich sogleich, wenn miin mit Hülfe der Gleichung = y« + ^y« 
einen Schritt weiter geht. Es müsste nimlich sein 

Jy 9iJ*y + + **-i^y + t«^V 

Unter Anwendung des Satzes + = (« H- l)n+i und unter der 
iiücköicht, dass = (s-f- iU+j = 1 ist, erhält man jetzt 

t= y + (»^l)^Jy + (»+l),^»y + .... 4- (i-M)H^^y. - 
2« darseibefl Gkichnng wMe man andi gelHigt «nn, wem man. m 
der Pdrmei Ür y, ninuttelbap s -f 1 an dle-Strile «cm t gesetst hltte; 

jene problematische Formel iiadct also in dem Schlüsse von s auf s + i 
ihren Beweis. Die Gleiehung ■ • 
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lääi^ sidi üjbrigetis lu ciottr m\\v tüinpeiidiösüu G«stalt darstelleu « wenn 
niMi sich dift FOUi^u eria«ll»it in » eU. ^ OrOuuugHiidiGes 
2,3,.«. aU EipopeiM wi 9 ^ gameMwMlicliHL F«klor awH- 
se|i«a; mat^ hal dann aclir tnin 

was der bloseo iUiaseren Form oacfti aiil 2) ubereiuiÜBiiüt, sobald 
man (l+^^l* auflöst, wobei man aber nie vergaasen darf, da» in 
den einzdnen Gliedern der so entsCebendan IUib<> dar Sinn ton Jjipd^u 
etc. zu ändern ist Gleicliungcn der Art, wcW» mil andeien Por- 
lueln idenüsdi, der Bedeutung nach aber vuii bliesen versdnedeo ' 
sind, bat man etwas unpassend s|mbfili&cli6 geiiaiuit, so dass also 
No. 3) eine ^ymboi«^« fiarsMlIwpt van «n« St) «SM. SdMbl 
man die Glacfaung 2) in der Geatalt 

^ ^/(a.) + .... 

nnd sctat nocb ^ £ , wo a ein Vielfadies von A ist, so bat man 
audii wegen j ^ -j* * 

, {(«— i)(t— 2»)^W . 
' I.8.* 5r-+"- 

Die Ueihe ist so weit forLsuscUt ii , bis sie von selbst abbiicbl, was 
notbwendig einmal gaHslidicn iQUß&f weil unter deya Mssen &,2A,3A 
aueb ein Vielfacba&.m h forlummm mnaa, wel«bea e gleicb isu 
Will man die Formal 2> auf irgend eum spozifUim IM anwa»^ 

den, so setzt vohki^; , dass man sämmtliche Diftaremen ^^y^4f^9 
^ wirkbdi eutvvickdn Könne; da aber die An^W dieser DUfe- 

nmm die Qtämß$ dar iM&ahalen ^ ibnutt mk a glai«laeii«g 
wiactoa, » eisicki am von aeUisi:, dmm wmmiimmfmk fBKmM- 
si ^ fanlelbing v«» y, wISn^nM imd biBiobwa^d^ anafiillm 

wird und zwar besonders dann , wenn di^ auc€ef9$iveo Diflterea»»i ai«h 
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nidil nach einem Iciciit ftbendlbaii» GmtM Mite. Wir versucbea 

daher den Bedarf au Differenzeti zu verrmgern und stellen uns die 
Aufgabe, y, durch eme vor;^cschri ebene Anzahl von DiÜereiizen, 
«Hm ihnreh ^§,^^,Jßy,i„^^'^ MmAräcken, wok«t »<« sen soU« 
Stellt man die Gieicbmig 2) in der loIgMiden VWm dar 

worin zur Abkürzung dient, näuilidi 

6) Ä, = i.^z-'Af + ««+i^"+*y +*«+t^'y + + fs-^'y 

Bo ibersielit roao auf der $Uie» daaa uwere Aafgibe aiish darauf le«* 
duoH« «N» An die DiffBr««iea J^^y , etc. Jberaiiaauficbairett» 

Die Tran afa rw ia tion, welche Uenn dient, iat am kklitesten eiaaiisehen« 

wenn man zuerst die einfacfttefen Jaik betradil«t, in welchen /?„ aus 
nur zwei, drei, vier Gliederu iMdtebi* also ik = s — i^s — 2» 

a hL .Neu Iwi dm» 

oder wegen des bekannten Sem» = " 

und «renn man dan-^ieder anl i^MmImk DifliBreaxen vereinig 

Jt-, = (t— + -^V" 
Maji hat nun weiter 

und wenn man far>Jt»^| di« «^(n Fofm setiC 

l>a aber ^* = J' H^y^) — ^^Hy^—y^) «"^^ ganr üfmlich ^*T'i/i 
^ ^*^\^y^) — J'^Hy.i — j/i) ist, so kann man anch 

Mtoen und daran» findet Jüan yennfiiP.ilea Wertties von a^^nnd dtvcb 
Vereinigung alles Deesen, was sich vereinigen liset. 

Um zu transformircn , brauchte man hlos zu bemcrl&en, da&s 
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oder ver mj&ge der iweiteii Pmi von Ji«.^ 

ist, \vü man die («-— 2)ic» Diü'ereiuea rechts durdi die (« — S)ie»> aus- 
drücken kaim; mau erbiU »o 

Vergleicht maR nuo die trausrormirteii Werike von ü«.| • A«^ , Ht-i 
mit daander, ao sdieiat sieh darin foigevdei Geaeti attttu ay re ct ea; 

+ (I— p),.^yj,-, + ^-i^ 

worin p eine positive ganze Zahl < « bezeichnet und die kurze Aus- 
drucksweiae der Binoiniaalkoeifiaieateii an^Mreadel iaft. Ala Gantrala 
lOr die Richtigkeit dieacr Anoabme irird mm dar ScUma Yoa aaf 
p + 1 dienen. Man hat nimlidi uinmttcliMHr 

— + »t^ 

d.h. wegen $»-^sxSp+i und Varsflge der «nprAngüchaDFann «wii^ 

oder zufolge der nveiten Form von 

+ (a- D^'-i'y, + («~-2),-|^'-iVi + — • 

... + (t-f )|i^3r,-t + ^yp' 

Wendet man die Bemerkung, daaa ftbarhaupt 

aut die einzelnen Glieder der obigen ReilM, mit Auanahme dea eratan, an 
vnd reduart ao die (a— p)t<a Diltaranaai anT die (a— f— >l)««a, ao ^ 
R,-p^ = *p+,2^*-*-V 

+ (5-lV[^*-p-*y, — ^'-^-*yfl] 
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und durdi Vereinigung gleichnamiger Glieder 

Die aUgemeine Fom der diigeklaiiiiiii^rUD Differenien i«l Iiier, wentt 
r eine gante poeilive Zahl bedeulet 

und diese kann man mit Hälfe det» bekam) len Satzes 

qm + qm+i — (j+lWi oder (f — = 
in einen einiigen ßinomialknefOxieoteo, nlnilicii filr f +1 =^ t— 
Mssp— in 

(«— r— l)p-r4.i 

zusammenziehen. Man erhält dann 

also Dasselbe, was man aus JIt-p bekommen wOrde, ivenn man darin 

an die Stelle von p setzte. Die lüi i—^ angenomniiiK^ form 
erweist sich biardurch als ridiLig und giebt für s— p — % oder p= i — 

7) Ä, ^ (f— 1 + (i-aWi^i + (f-^). i^^y, + .... 

..... + (f— + -i/^t-«. 

Wendel man noch den Sats g^-m = 9m anf jeden einielnett ncbts vor- 
kommenden Binomialkoeffizienten au, so ist ffir 

8) f. = f + i^J^ + «i^V + - + -f 

•) 1.=* (s-iv.,^ + (f-a)^i^i + (s-av-i^ji + ..... 

..... -h n«_i + (n-^l)»_i^^ 

und hiermit hat unsere Aufgabe ihre Lftsung gefunden, da auf der 
rechten Seite keine höhere Differenz als die Ordnung vorkommt 
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Giebt man dem su eben etitwickeiten Satze die Form 

1) /(a?4-«A) 

/(X) + l^Jfix) + i^^^Vl^) -h ^ 7^x) + ..... 

,(,-i)(,_2) ... (.-;;i:r4-i) ^ 

l.2.8...(ii-l) ' ^ AW+Ä. 
und setzt darauf ihss. 9 also f s -j., so erhalt man 

2) fi^o-^-e) 



€(6 — 



1.2.8 (»—1) 1^=^ ^ 



und hier rauss nun e ein Vielfaches toh k sein. Diese Besdtrlnkung 
licssc sich wegschaffen, wenn man A uaendlidi abnclunend dächte, 
denn jede Zahl, gleichviel ob rational oder irrational, lässt sicii als 
der Grinzwertk eines Produktes nk anseben, wi^von der eine Faktor 
9 in's Unendliche zu - und der andere in's Unendliciie ahniiniBt.*)« 
Sotzt man die GränzwerUie 

Lim — =« /^"(a;) u. 8. f. 



»j ao Ml I. B. ^= M14213 ... id. Äer GNuicwerfii der Piodiilte 

14,-^ » ^^l-lfer » ^^^^'tAb* » 14143 • * ....* 
in welchen der eralo Faktor eine forlwihread wBekMmic, der «nder« eine ebenso 
nneiiegeeelil «batlim«ndc Grösse derslelU. Adbniicii verkilt sich die Sedw in jedem 
andere» Falle. 
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so sind f'iJü) , f"{x) , f'"{x) etc. bekanntUdi nichts And^'es als die 
successiven DifTcreniialquotienteii von f{x) und wenn mm nun auch 
io dcn Kotffiaem«!! h Ana mt Natt abDefamen Usst, so ist 

= fix) + i- Aa?) + ^ n») + 7;^^ r («) + 

4^ ' 



1.2.3 ...(H-lT^^'*<«> + """- 
|uid iuer kommt es nnn noch auf die ßcstimmung von LimR^ an. 
Nennen wir 5 die Summe der Goeflisienfien (s — 1)«-! , U— *a)»^ , 
(f — 3)»^ etc.« so ist offenlier 

JL « S (g— l>«-i^yo -{- «— 2)^- «zy\ v, + + (m- 1 )n-iJ y»~u 

(s— 1)"-, + (s- 2)«^ -h + (n—l)»^\ 

Es hat aber nicht die mindeste Schwierigkeit den Werth von S zu üu- 
den, denn setzt man für jeden einzelnen der Binomia&oeffizienleB 
(f — 1)»^ , («— 2)ii-.| , seinen Werth, so erkennt man. leicht die 
Richtigkeit der Gleichung 

s = (*•«,-, \l + TT+lTlKs-a) • Hs-2)(5-3) + J 

wobei die eingeklammerte Reihe soweit forlziiselzeu ist, bis sie von 
seihst ahbriclit und folglich s— it+l Glieder .besitzt. Bezeichnen nun 
ei, , Af , Oj ... Om und , b^ » 6^ ... irgend welclie GrDssen, so ist 

identisch 

, . » , ' • - 

«t <tm 

1 + ^S~^t ^ tfj ^ ^ 

, ■Äm*-*«!» *e^i^ ••••• 
..... ' 

Om t^a^Ot ..... 



was mati leicht dadurch verifiziren kann, dass man jedes Glied der 

rechlca m Bmimdlh^e zeriegL Fär t^-n s., a^. 1, 

Ol = s— 2 , ..... = s — M , h, SS s— N^l , ^ SB^— II-— 2 etc. ergiiibt 

sich hieraus - i 

(s— » )(>— n— I)(s— 2) ... . (B—n—m) 

(i~-l)(s— 2)(«— 3) .... (8-m) 
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H (* — n)(s — n— 1) (s — M — m + l> 



s—m !)(«— 2) ..... {8—mi-l) 

wobei die Reihe rechts fit+2 Glieder besitit. Nimmt man die ^/uut 
2M m = «—I», 80 wird 

nnd folglich 



ir^ ^ «— 1 2) («— l)(t-2)(f-8) 

womit die Samme der 'in Rede stehenden ii+l)g|iedrigen 

gefunden ist. Diess giebt dann 

and dem Werthe von infolge 

_ _ --^)n-.-^yo + (s- 2^n^,.Py, + .... -f 

£s lassen sich nun leicht iwei Gränzen angeben, twiscben denen der 
Werth von Ä„ eaihalten sein muss. Bezeichnen wir nämiicli eine Zahl, 
welche zwischen der grössten und kleinaten unter den Zahlen a, /f, y, 
... l enthalten ist, mit M(ct,/?,^, .*• A), so dass also, wenn y die 
grtaste und x die iildnste jener Zahlen heiaichnet, immer die Un- 
gleichung 

Y > M a,ß,y, ... X) > x 
stätt findet, so gilt der folgende für unsere ünleranchung besonder« 
inrauehbare Sati *) < 



» B 

, 1 " *} Ist Dämlich y der grössle nnd x dei klemmte iimer den Quotienten — ^ 

' ■ - — , ... , öo geilen die fiexiehangen . 



1 



}- + -H + 



^ + iti ^1 + + ^« 

in weldieui Aq , A, , , ... im und 8^,8^,11^, ... i^,„ ^unz ho- 
liebige GrtMen bezeicboeo. Uieraiu UA^l oua aogleicb in der Anwen- 
dung auf Aft 

Subsütuiren wir auch hier -j- fikr « und fix) , fißt+h) , fix-^2h), 

«Ic fir |f« > tft » jfi » ... so wird 
_ a(»-^Ka-2*j ... 
^" - 1.2.8 ... «.*• 

woför man Termöge der Bedeutung von Jf und wegen sh < auch 

sdireiiieu kann 

_ a(^— 2/0 ... U—i^h) 
1.2.3 II 



niter wekfaon auch zwei Gleichengan vorki»»««n. Miplikirt aMft die cnit« Reltlioii 
nti i*t die nreüe mit A,, ik diiue mit etc. and addirl dennf, m iai 
+ il, -f ^ + .... ^ Am) 

> -i- -{- + + > ^ 
xiAo + A, + A^ + .... + i«.) 
daraas fol^ darch Division mil il« + .^1 + i, + ... + A„ 



^ ^ il, + + i«, + ... + i«r 



was mil dem oUgen Sefz« '«■r Oaasali»« hitta«alk«ipnt. 
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X Ä[ • j^, . jji . ... — ^1 

Lüsen wir nun k bis «ir. Grtnse Null aboehroeu und Wröcksichtigea, 
ibss aberhaupl Um = /»(ii) wird, so ergieU sich, wenn 

wir sunäcb&t die , a;-f24 » ... mA uodi bdbetelton 

lim = -y-- 

Hier durcliläufl die Variable u , welclic wir dem leiiien Jtönnen, 
das Intervall x bis 0? + « — nA und zwar spruugwois» wnil ilie iif 
einander folgendem Wertbe toh % nflnUch w , »-k-k • #+2A ete., im- 
mer um k difleriren, wenn aber A unbegrioit abnimmt, so dorddluft 
u das Intenrall x bis »+e und twar stetig, weil die Weucu der ein- 
zelnen Sprünge unter Jede angebbare Grösse hinab vermindert sind. Die 
grösste und kleinste unter den Zahlen f^^)(j:) , f^ isB-^-k) , /^*>(«H-2i)f 
... f\x-{-€^ith) sind jeut nichts Anderes als das Maximum und 
Minimum, wdcfaes /»(«) eriangt, wenn « das faitenrafl m bis «+e 
durchläuft Tritt das erste etwa för « = das aweite iijw u =* ß 
ein, 80 haben wir 

Um I. = n ^f/*'^<«> ' /^"WJ. 

Lisst man nun in der Differeni 

M[f<^Ka) , — /<«)(«) 

Ii von 0? bis 03 + « gehen, so wird dieselbe einmal negativ, nämUcb 
(ur « = a, und einmal positiv, nämlich (vtr u — unter der Vor- 
ansaelrang» dass stetig und endlich bleibt ran wss« bis « + A 

folgt hieraus, dass es emen jiiMien « und Ka^eDdeii Wefdi 
von u etwa u = (a geben müsse , für welchen 

also 

Mlf^^Ka) , f^-Hß)] = fM 
wird. Da aber w !>x und zugleicli < o; + £ ist , so darf man w = 
a;+A< setien, wo l einen positiven Achten Bruch beieicfanet. Die 
Zusammenfossnng dieser Betraditungen giebt nun den Satz: 
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BiMbI di* Funktion /M(fi) «ndüch nml t(«!tig wahrend 4m In- 
tervaUes n = x bU ussx-^a, to mi fikr l^it^O» 

und Immui spridit sieh das Thaoreni von Toylor aua. Selil man 
jff = 0 nnd acireibt nacUiar « IDr «, ao crgpabt aifii damna da» 

Theorem von Mac Laurin, nämlich: 

Bleibt die Funktion f^*^^) endlidi und stetig wäiireiid des inier- 
Tallea MsObisii^j», BaiatfülrI>i.^O 

ar"/<'*)( Ax) 

"^7:273...» • 



f 7* ■ . 

Die l^eidning, «ddie ivir unter Nq. 2) in §. ft. kenne» fern- 
tcn, nämlich 

IV i * s(s— 1) ^ »(s— 1)(5— 2) ... 

liaat nodi eine BetritcMung ans dnem anderen Geaiohtapunkta lu, die 
den iffichfigsten ilnw«todangen der DüferenMnredinttng ittg«sihlt in 

werden verdient. Schreiben "wn nämlich 











fBr 






, «+2ft 


ferner 


i. 






fftr 




> Vi » 





80 ist zuoädist 
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BcbaUen vir f«tt der Reibe redits » tiUtder bei waA selat» w+$h 

% — 41 

4* h. a -h lA = » also $ = — j — and ferner 

(g-o)( s-a-Aj(s-q-2Ay ... ( s-a-^^äA) ^ 

1 .2.3 ... (n-l) . h'^-* ^ ^' 

M sumI einige der bencitewwertheiCeB Eigenediallaii der irietdorcb 
dettniileii FimlrtioD tpi%) leichl m entdecben. Es «M BtaKch 

für » = ö = , t/^(«) = .4 = 



H" •••• — ^ « % 

d. h. mü «öderen Worten, die Funktion ^{%) beeitil die EigMiscIutll, 
für 0, , a, . o, ^ ... a*-i in il« » i, , ^4, , ... Obenngeben. Fer« 

ner ist leicht zu enlscheitien , in welche Categoric die Fuuklioii 
(älll, denn deiilit man sich alle auf der recliten Seite von i ) angedeu- 
teten Nultiplicayonen aosgefiibrt und aämmüicbe entstebende Parlaal- 
prodnkte nach Potenten von % geordnet, ao entatebt em Aesultat tob 
der Form 

2) %1}K%) =- Co + + + .... + 
worin C^,C^, etc. aus a , h , A , JA , J^A etc. zusammengesetzt 
lind* Die voratebende GIcichiing aeigt non,. daas ^s) eine rationale» 
ganie algdHralsefae Funktion Ton % und xwar eine des (n — ^l)t«a Gfa* 
des \9X. Kehrt man diese Betrachtung um und setzt , » ... On-x 
so wie ii« , , ... An~i als zusaniineiigehürigc gegebene Zahlen voraus, 
so entlifiit die Gleichung 1) die Auflteung das Problemes: ^ diejenige 
algebraiscbe ganze und rationale Funktion von z — sie beisse 
— zu bestimmen, welcbe für n gegelwne um das faterrall h Ton ein- 
ander entfci iitt' Wei ÜK? vuu 5, nämlich z — , a^ , , ... , die 
ebeufalib gegeheueu eulsprecheadeu VVertlie ^i{a^) = A^ , ^(o, } =i Ag, 
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1^0,) sä , ... tfKih-t'} — ifs-t nmimiDt.'' Doilct man tidi dte Sadi« 
g«ofli«lriscli imd b«(ra«litet und , uml .4, > ... a«^, und ^„., 

als die zuRammen^hörenden Coordinalen vQn n Punkten, so ist y^tp{%), 
wo \p{z) durch No. 1) bestimmt wii<J, die Gleichung derjeuigeu jMura- 
boliafbtti CuTf« (ii— l)i«n Grades, walche dqrdi die gegebenen « 
Punkte hindittcbgeht Verlangt man c. B. diijmiige Parabel, welche 
dunib drei Punkte geht, deren Abscissen 1,3,5 und deren Ordinalen 
11,31 sind, so ist a=l,Ä=2, 
^ = 7 

« 16 



JA, = 4 



i4, ^ 11 
il, 31 
und nan wird nach No. I) 

mitlini' ist jettt y 11— 6s + 2s* die Gleicfanng der gesnditen Pa« 
nibet. - 

Diese Betrachtungen lübren uns auf ganz natürlichem Wege zu 
dem Probleme der Interpolation. Sind nämhch n Werthe %»a, , 
... ir«^ einer unabbingigen Variabelen und n daaii gebdrende Wertbe 
A^,Ä^, ... einer abbingigen Verinderfichen ' gegeben, so kann 
die Frage gestellt werden ^ „anf wdche Welse Wsst sidi zu einem be- 
liebigen anderen zwischen und fl»_, entliaKeiien Werlhe der unjii- 
bängigen Variahelen, ct\\^ h, der zugefaGrige Werth B der abhängigen 
Yerftnderiichen finden?*' oder: »wie kann man «wischen irgend sweien 
dw gegebenen GrSseefi- ... JLn^ Acne nadi deäiselben Gesetze 

gebildete Grössen einsdialtenT'* Man Qbersiiebt aber leidit, dass diese 
Aufgabe in die Reihe der unbestimmten Anfe^ahen gehört, denn 
so wie es unzählige ihrer Natur nach ganz verschiedene Curven geben 
kann,' weldie stoimCUch durch k gegebene Punkte gehen, so sind ancb 
hier nnendfich Terschiedene Punktionen ^(s) möglicfa, die Ar s % 
a, , ... a,^^ die Werthe q>(ß^'ss , 9)(a,) = A^ , ... (pion-x) = An-^ 
annehmen, und Jede dieser Funktionen Hesse sich zu der verlangten 
Einschaltung benntien; es wire nämiicb U = ^(6). Bestimmt jed«fch 

3 



wild die Aulj^e, wenn die FiuiktifMi g>i%) «ioe atgeiiraisdie rationale 
und ganze sein soll » denn in diesem FaUe MPird (p(z) s» ^k) und 

wobei rechts » Glieder zu nehmen sind. Diese Betracbtoag ist selbst 
in dem Falle von Vorihdl, wo man die Fnaktton fix) kennt, ttittelat 

welcher , üi , a^-, mit A^y , ... An^ verbunden sind; denn 
wenn das Intervall a„ bis a^-, nur wetiig beträgt, uiul ausserdem die 
Funktion f{ß) nebst ihren Üifferenaialqiiotienteo sich innerhalb dessel^ 
hen stetig Sndeit und endlich bleibt, so kann /(s) nur wenig Ton 
▼erschiedoi sein , weil das Theorem von Mac Umrin uns die Be- 
ftigniss ertheflt, f{z) näheningsweis für eine parabolisdie Funktion 
anzusehen. Man kann also nähcrungsweis statt B ~ f(b) die Gleichung- 
Bssr ^(ft) aubstituiren^ d» h» die Fimnel 2), zur lnteri»oiation i^nutseiu 
Einige Beispiele wvrdeB diese deotlidi machen. 
Es sei 

= ä7 , Aa ^ 0,60IH150 
a» = S8 , yl, = 0,6156615 

a,» 40 , 0,6«B7876, 
a« 41 . i« = 0,6560590 

und die Forderung gestellt, den WerUi B zu finden, welcher 6 = 37 »l- 
enUpricht, so liat man 

^^.«0,01M8a 
Jji^ = 0,0134672 

J^^ = 0,0132714 
und die lolgendeu Biffereqzen werden ^0» Da nun so tin- 

d|rt man ieichi 



=—0.0001876 
= — 0,0001917 
— 0,00019d8 



^»u^«« 9,0000041 

J^ui^ = 0,0000041 
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i4 -= O^OISIM 
JA = 0,0103849 

= 0.000017« 

(t-.)(i-«-M,t-g-aL ^ _ 0,0000002 

i«M*V«A ________ 

« 0,6122153. 
Eine Gontrok kann bier leicht angestellt weiUen; es ist Dämlidi /*(») 
9 dem Sinus von % Graden, mitbin B gleich dem Sinus Vl\ Grad 
=» itii 37* 45', imd in der Tbtt stinHiit der geAmdene Werth von i 
damit Uberein. 

Ura zugleich die übersichtliche Form zu zeigen, in weldier nun 
diese Uechnou^ gewöluüich auszuführen pUegt, gehen wir ein zweites 
Boiepiel m etwas p^uerm Maaesatabe, wüb«i iof ^ auf 0 BezamaUn 
beredmet werden aoU. 



nnm. ' 

1 




diff. I. 


ir; 


Iii. 


rv. 


3,14 


0,49692 










3,15 


0,49831 05538 


138 09057 








3,16 


0,40068 70826 


137 65288 


— 43760 






5,17 


0,50105 02622 


137 21706 


— 43402 


277 




3,18 


0,50242 71200 ^ 


13ti 76578 


— . 43218 


[ 274 


— 3 



Inemacii isi • 

A ^ . 040002 06481 

äA =5 0,00138 09057 
J^A =5 — 0,00000 43760 
J^A » 0,00000 00277 
4^A » 0,0000» 00000 
h a 3,14100 26580 , * «. 0,01 , « 0,00150 20536 
und wenn man hiernach die fünf ersten (Glieder der Reihe 2) berech- 
net, so ergiebt sich B d. h. 

U9 C3»Uid0.26«l^) « 0«4071408726 
:waa avf 0 Deaimäblellta ridrtlg Jat. 

3* 
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indem man auf ähnüdie Art wie vorliin sidi äberxeiigt, diM die Ord- 
nung der partiellen Differennrungen keinen EinAus »or da» Endnsiil-* 
tat ausflbt. Das Gesetz nun, unter nekhem die versdiiedenen bisher 

entwickelten Ausdrücke stehen, isl iticlit zu erkennen. In der ersten 
Colonne Mdits steht nftmlicfa M allein , in der xweiten stehen /IjcU.J^u, 
JtU,.» soviel dieser. pirtieAen Differenzen Toriianden sind, die dritte 
Vertikalreilie enthalt alle Combinationen zu je zwei Elementen, die 
ans , , .... ohne Wiederholunr^on gebildet imtten kdünen, die 
vierte Colonne giebt die inöglichcii Couibinationen £u je drei ans den-, 
selben Elementen ohne Wiederhoiungea u. s, w. Mit einem Worte» 
das BildukigsgeBstz ist dasselbe,- als mnl mrin die Midti|ilikaäMi 

<1 + j-TyMl + + Jä) .... ■ ■ 

attsgefülut und darauf an je«ies entstehende Partialprodukt u angesetzl 
hatte. M«ui kann daher die symbolische Formel ' ' - 

f«B^Jx,u-^As #+jro 

= 1(1 + + .... (1 + * 

aufstellen. Subtrabirt man hm beiderseilf^ fix » y , ... t) %fi tr* 

giehl j&ich diu luialc LiilTerenz * ' ' • 

2) ju, = lu + -^«xi + .... (1 + - \y 

oder • • -* , ' ■ ^ 

= [d -f ^.r)(i + ^',) .... (1 -h .^f) — 1) ' y ' •••• 0* ■ 

Nicht minder laicht ist es, für die totalen DifTercnzen höherer Ord- 
nungen eine äbulicbe symbolische Formel aufsttstelleil. Bei zwei Varia- 
bel^ hiit man Bünftobst ' 

also wenn man aui jedes einzelne Glied die Formel iür selbst an- 
wendet , • *• ■ 
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oder iiadi gehöriger VereiiiiguDg 

JH =z Jjn -\- 24i^^ + ^ 

Mau ka»u aber viel rascher hierzu durch die Bemerkungen geluugeu, 
te» bat einer neuen DifierenieiibiMwig ein neaei J auf limlicbe Weis« 
irie ein neuer Faktor an iedea eimelne der Tortiergehenden Djfferens 
herantritt. Se ist 

oder wenn man sich die FiJ&üuu eriaiibt, das« ein geniemscLaü- 
lieber f^Uut sei, 

. 4hk = + + d^^Ju^ 
Es ift aber beiunnt und mar ^ {Jg. + ^/y + Jz^y)n , wenn man 

auch hiev die symhoU^e Darateiluiig benutzt und mithin wird jetzt 
ebenfalls sjoiboli^cli; 

Dieae BelrachCungsweiae ist leicht anf die Formel 2) anzuwenden; man 

hat nämlich 

Jht =*[(!+ -f J^) .... (1 + Jt) — 

= [(1 + J^){i + J9) — (1 + ^1) — H*«* 

ferner ganz ebenso 

j^H = [ß + ^,)(1 + J,) (1 -f Jd — 1]VU 

= [(1 + -f ^y) .... (1 4- ^i) — l?^ 

u. s. w. 

UoberbaupH gttt lur die n^ totale DifCoDeiiz die eleganVe aymbotisdi« 
Formel ' ■> - > 

• *4) :df*ii»== ia + ^x)(H--^y) .... (i+^c) — i]-H 

oder in der Bezeichnung durch Funktionen 
5) J^f{x , y , .... t) 

= [d + JmKI + .... (i + -^/i) - IPA» , y .... 0 



f. t. 

Xiuaiittiiieiihaii9 zwi sehen den lAifiTerensen und hdberen 
Schreibt man de« fd^lor'sdieii Salz in der Form 

=- -r-f («) + T^n") + •••• + T:%Z(^f^'^-'^ 

80 erkennt mau ieieht, dass derselbe dazu dienen kann, die Differenz 
Jfix) in eine nach Polenzen von h forlgdiende Reihe zu entwickeln« 
vorausgesetzt dass /"(">(«) und mitbin •} auch fin) , fin) , /"(«) , ... 
^('«)(ti) innerhalb tics hitervallps t#=^.T bis m = j? + A endlich «iid roii- 
tinuirJich blcibtMi. Sind nun sämnilliche Dirferenzialquotienten fix), 
f"{x) , f"(x) bis in*s Unendliche hinab innerhalb des gedachten Inter- 
▼alles endliche und stetige Fanktionen von x und hat man ausserdem 
noch ffir unendlich wachsende » 



*) Ans dei LudlictikKii und Stetigkeit von fp'ijx) folgl iiäiuticü <!•« von 
und inrar mitleisl naclisteliender ^hlüssp. Ea ist 

Wirc nao <p(s) «n eiaer tiriKken « und r+A lltgeNden Sidle « Ütkootiaiiirlick, 
i» iNnle twei-mschi«deM'WfHhfr iMiitMft, i«d dvaes'der wm Ita Büdiiarlk 
der bisherigen Reilie tod Werthen nnd der andere de» AnbttKmrertb einer nemo 
Reihe bildete. Hallen wir ditile Wcnbe durch ^e Beteiehfiaiig pnd 
aas einander, so ist ^(aH~0) — :Cp(9~0) aieht sondern i^eich einer end- 

liehen GrSsse , mithin wird tat a 

lim — Q) ^ . y(a+0) — 0) _ ^ 

d * n ' 

also wäre gegen <lio Vornni-sfUnug <^\a) = OD, Ans der Stetigkeit und Endlich- 

Keil von folgt mm die von /^*~"*^(w), 9Mt dieser die von /^""'^(tt) o. ». f., 

wediireh sich das obige „niilbin" rechtfertigt. 
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so verwatideU sich die tileichung 

bei unendlich wachsenden n in die nadistehende 

Bezeicljiien wir wie ftrüher f{x) mil 3/ und ilie mic derivirte Funktion 

■ 

/(«)(a;) mit Z>"/Xx), so ist auch 

* Diese GleNlittn^ Htoit eine kurfe syniholische Danlelfbng xii, sobtld 
ann sieh Hnem feilieinsdiafllfchea Falitor ähnfich abgesondert denkt 
uod daraui die bekannte ForoMl 

ÄS* «* ^ • ■ ' * ' 

«m e » 8,T18a81d9B45M V. » Hl» s :3t k Amreadiing brin^L 
Man hat dann . . 

2) Jy = (e«>— l)y 

wobei man nur die Fiktionen, welche in dieser Form liegen, uidit 
ans den Augen verMeren darf. Nach Fenoel 1) hat man nun weiter 

oder weil man die ReihenAdge deffidur^h, 4 m^.D amedfiileten O^^e- 
rationen vertauschen kann *> > ^ ^ .. . > >. - 

•) Et toi Bftniich DiJ^i^)} ss J>[)p(« + i»).*- 9(<f)J 4; u~H^.9M} 
= ^(« + Jb) — Dm letolere trhilt «n aber Meh w^nn von q>'{sc) 

SS die Diflereni genomnen wird, uod folglich ist = 4if^{»)] 

= oder Bingekehrt geschrieben 

JDq)(x) Ä bJip{m), 
lliest 'gleKt tAf ^(«) =^ y znntcbsl ^^/Py ss DJ^, ferner kr (pix) » 
jDDy = DJüff^DBJy oder ^D*y = I>*^y, fflr <jp(ic) = D^y, JDD^y 
» DJB^ = DD^Jy d. h. =: u. s. f. Diese Berieliungta sind es, 

9relcbc,die WorlfB dif Te«|ea, aadeulen. ' . .. 
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J^g = ^bJy + ^ U^-Jy + ^ilj- D'Jg + .... 

P 

oder in kwner symboliMliar DMeUimg 

d. i. vermöge des Wcrlhes von Jjf nach No* 2) 

Wendet nun diese BetnchUn^ noch eniinal an, eo. eriiilt man weiter 

den ferneren Gang dieser Schlüsse wird tuaa leicht überseheu Uiid 
mau erhält dadurd; allgemein 

Eine gan» ÜuljKfae .ajinboliMlie Fonnel ergiebt eiob hieno» lOr dia 

H^c totale pifferem ;^aer Funktien u- Ton mehreren un^häogigen Va- 
riahelen X , y ,z, .... , sobald man in der (rleiciiuug, 

die einaebiMi Faktoren durch die Gleicfaung 2) ansdrftckt. Nennen 
wir nimtieb t'^dear Inkreanent lon y, Ar das von.« n.e.f«^ so dassals^ 

ifk,... iür t/,z,... das sind, was h lür x, so ist 

. ad ^ h)u ; . 

u. s. w. • ' 
wüi III die Differcnzialquotient^n Dx , Dy , Dz, ... , wie sicii Ton selbst 
versteht, parlieUe sind. Ilau bat nun weiter " 

u-hJ^ = 1)11 = e«»#ii ' 

fol^icbrweil bei der symboUacben DarsleUnng « ala Faktor aogeeefaeD 
wird, nach Division mit « . ' i ' 

und auf ganz gleiche Weise , ' , ' 

1 + SS 1 + ^, = etc. 

Vit Hälfe dieser Substitationen vwvandelt sieb, die Formel für in 
die folgende symboUsclie , *• 

4) JüHi == (<^x + ''>f + w^ + -~i)"ii. . v^' . 
Dem Probleme, welches durch die GleichimgeD S) -ulil 4) Keifet wini. 
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nlüiUdi: „irgend eine DWiBrenx einer Funktion durch die Difffireittiil'* 
i|notienteii denelben Funkfion auftiudrOcken Mast aidi lehlil die 
omgekelirte gegenüberstellen? „irgend einen DMRneuiialquotfeHten einer 

Funktion durch die Ditlerenzen derselben Funktion auszudrücken" und 
die Lösung desseiiiea ergiebt eidi auf folgendem Wege. Mau oiultipli- 

zire zunächst die Gleichung 3) mit — • , so dass 

• - # 

wird und addire jt txt Alles, was sicii hieraus für « s=i 1,2,3,4, etc» 
tn inf, ergiid)U Unter der i^emerkung, dass iioks y alt^ «oo&tAiitMr 
Fakliur Illeben mrden darf, ergiebt .sieb jetzt . . 

t+(e*«»-l) - +(e*'».-l)» -h l)»--o..to . 

= — i-Jhj -h - i-J^a -h .... 

Durch Anwendung der hikannten Formel 

verwandet uch nun die linke Seile in l{if^)9 = kDy und milbin ist 

5) A^y = +Jy - -^J^y + {-^^y — -..^ 

Denkt man sich, um wieder zu einer symbolledien Formel gelan- 
gen, y als gemeinschafUiehen Faktor abgesondert» und die vorige lo- 
gariUuniscbe Formel angewendet, so ist . 

6) ADy tKl+^;]y. . , 

Die Formel ISset sieh sodeicb erweitern, wenn man beiderseits dilTe- 
renzirt; man lindet nämlich 

hD^y = iia+J)]Dy 
d. L nach beiderseitiger Mldtiplikation mit h und, Anwendung der For- 

Nodmialige Differenziation und Multiplikation mit h wüi'dü zu cum- 
Ibnlichen Formel für A'D^y* fikhren; man erkennt hieraus leicht das 
aUgemeine Gesets den weiteren Fortgang« nämlich 

7) h^D^y = [1(1 + J)Yy. 

yfÜAi man die Funktionen, die hier betrachtet worden sind, so, das» 
man ihre Differensen und Differeuiialquotienten unmiUelbar angeben 
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kann, so führen die Relationen Uttises l\ira^rii]jlicii zu speziellen Sätzen,^ 
Uie ai>er nur so laage gellen, als diü m Uincu vorkommeadea uueii4- 
iiciMO Mhm ooavvsaiil Jitoibeo. Die mMre BtwwlnMig htl ttm» 
Gnind daria ■ dtts nur oonvsmenta Bifthim IffftinwlMi OMllidhMi 
> Grössen gltieh gcMeCzl werden dArfeii und Mffink die %ßmmk wm 
Faden der Gleichungen forllautenden Betrachtungen dieses Paragraphen 
in letzter iustaiiz jene Befugoi«» uad mit ilir die Coavergeoz stiilftchwei- 
gend TomuselieD. 

Es giebt iU»rigen8 nodi eine anderweite Beaebnnf firiBCfaen dem 
Differenzialquodenton und den Differenzen einer Funktion; da dieselbe 
an Widiligkeit und besonders an praklisi;iier Braudibarkcit die bishe- 
rigen Relationen noch Obertiifll, ae werdeii wir nadi VofMaeeiMlmig 
einiger HdlfMiCie «uK0BiiriiehQr von Uir haodai«. 

j. 10. 

■wel BctanUanfoimeli^ fOr «le ■«nMoltt'iiclieB BaUca^ 

I. ßezeidmen wir die Bernoulü'scheii Zablen der Heihe uact^ 
mit ßt f ^% » ^^*t ^ ist bekanntlich (ftr u^n . 

1 1 ' l 

= TT" + Tä.8T- + Tjbr»' + - 

oder wenn die kurze Ausdrucksweise 1.2 = 2*, 1.2.3 = 3*, 1.2.3.4 
SS 4' etc. augewendet wird 

III B. B, " B. , 

Diese Gleichung werde mit eet« multiplizurt und dabei auf der refft- 

Wn Seite iiir cosu die gleichgeltende Reihe gesetzt; auf der Imken 
Seite berücksichtige man, das» ... 

' a» €$t ' . . . 

ist, man erhftlt dann 

coiu l ' ■ • 1 • . ' '■< ■ ' 
-5- CO/ -3-« + -55- «IM» 
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TÜttirl man die auf der rechten Seile aMgedeateCd Mukiplicatimi aus 

und substiluirt für die links stehenden goniomelrisclien Funktioneu die 
liekaaaten Reihen t so erhalt man ohne Mühe 

1 , 



1 1 ^ 



, 1 1 



2 1' 



2 3' 



6' 

^2 5' 



8' 
2 7 



•••• 



2 



5-1» + 



4' 
g. 



2' 4' 



^ 4' 2' 



^ 8* 

.2' r 
t ^, ^, 

^ 6' 2* 



tt' + 



and wenn man beidereeiti die Coeflizientcn Ton , , etc. ver- 
gletcfat, ao ist ir 



1 


1 


+ 


r 


1 




B, 






2 


r 












1 

2 


1 

3' 




4' 


1 

4' 






4' 




1 


1 






1 




1 B, 


1 




2 


5' 






6* 




4* 2' 


2' 


4' 


1 


1 






1 




1 2?, 


1 




2 






8' 


8' 

II. 8. 


t 


6' 2' 


^ 4' 


4' 



6' 

2' 6' 



8' 



Achtet man auf diejenigen (^cder, welche sich beiderseits beben, so 
erkennt man leicht die Richtigkeil folgender allgemeinen Gleichung 



1 



1 



1 



2 i^iy (2m)' 



(2III-2)' W (2JII-4)' 4' 



4- 



±4r 



2' (2ni-2/ 
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Durch MulttplikaUoo mit 0n—iy ergiebt sicli hieraus 

1 1 



2m-l 
1.2 



(2m l)(2m-2)(2m-^) 



Bs 



, ■(2»i-I)(2ii»-2)(2OT-3)(2OT -4)(2»t«g) „ 

I » — ci~n~~M — e /» — •..« 



1.2.3.4.5.6 

U. i. der Bezeiclmung von Bioomioalkoeitiiiieuteu zufolge und nach He- 
bung mil 7» 



Nt-l 



II. Auf ganz ähnliche Weise gelangen wir zu der zweiten nach- 
her SU benutzenden Relation zwischea dm BernoaiIi*ädien Zahlen; mr 
gehen nSmlich Ton der Gleicbnng 



COSH 



II smti \ « 

auä, seUeu darin für coj$u, sinu die belidmUeii Ueihen, 



1 



= — + 



2(2-1) ' , 2(2»-l) . . . 



— cotu 



2% 



2% 



und fuhren die rechter Hand angedeateto Hulfi|>lication ans. £a wird dann 



l_ 2(2-1) , 
^ n 

+ 

_ 2'l?^ 



1' 



2(2«.l) 
4' 



3' 



6 



2(2*-l) 



2* 



4' 

2»B, 



2' 2' 



2% 

r 

1 2«B. 



2' 4' 
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hieraus folgl durch Vergleicbung der Goeilizieutcu vou h 



im— I 



hieraus ündt t sich nach Division mit 2^ leicht 

Mr _ 1 1 



(2»!)' 2*»-* (2m)'2*" a(a«-l)'2*»-* 

fit 1 1 I i-1)>»Jg,^-3 1 



i Ii. 



. ■ i 

Wir nehmen noch eimal unseren ^^slauf von dem Theoreme 
Taifhrt, worin mt jedoch dasletxte Glied (JBrginiungsglled) der Reihe 
in Form eines bestimmten Integrales darstellen. Unter der Bedint^ung 
nftmlich, dass f^"+'>(ii) endlich und stetig bleibt inn^halb des Inler- 
valles I» =s bis M SS s + ist , 



Selzen wir gleichzeitig 

und » SS a«! , am^l, ftit-a, .... 1 

so ergiebl äich aub dei Furuiel i) ilie folgende Reihe von Gleidiungen : 

- ■ r . • . J 



t 
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jn<c) = -^-rw + -ni-r'c-) + .... + i.a..ta«-i) /'"'<"> 



Diese Gleidiangeii addiren wir, nachdem dit tweite mit Ä^h, die dritte 

mit clie vierte mit ijA*, die letzte mit ix^-jA*"-* multi- 

püiiri worden ist, wobei , Ä2 , .... ism-i gewisse numerische, 
vor der HmmI «h«r no^ nribiallmile tloefltaieiilm hMCbnen. Es 
ergiebt sich jetzt durch Vereinigung der gleidiarligea Grössen: 

Jfix) -^ A^hJfix) + i,AV/"(a?) + ... + i,«^Ä^"«-'^/<««-»><aj) 



.... + ] ^(^^»)(^4Q^, 

Die noch unbestimmten 2m — 1 Coefllsrienten Ag A^m^ woUen 

wir nun. so wfihlen, dais sie den 2m«1 Gleichungen 
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1.2 ^ 1 - " 
1.2.3 ^ 1.2 ^ 1 " 

2.3*4 ^ 1.2.3 ^ 1.2 ^ 1 " 



1.2..(2m) ^ 1.2..(2iii-l) ^ - 1.2 "TT" " 
GeuOge l«isteii, was offenbar inuner mftglicb ist, weH diese öeidiun- 
gen slnnRtlicii Tom ersten Grade siud. Die obige Summirung niouut 
jetzt y wenn noch zur Abkürzung 

3) Mdg.h) / r (*-'>'", •. i,A(*-«»»-« , 

gmetxt wird, bei uingtikefarMr Andrdöung aie' ffllgeode' einfoche Ge- 
stalt an: 

4) hf'{x).+ Fix.h) 

= ^Aar) + i,Az//*(a?) + A^h^Jf "{x) -\- ... + ^i^Ä2"^i^/ia«^(a;). 
Hier sind nun noch zwei Aufgaben zu lösen; zunächst muss man 
Qinilidi 9{x,h) auf die eiofochste Form zu bringen suchen, damit 
man Im Stande ist den Werth dieses Ergänzungsgliedes , oder wenig- 
stens Gränzen mzugelieii, zwischen denen derselbe enthalten ist, aiisv 
sei dem macht sich nocii die wirkhche Beetimmmung der GoeA^eotai 
Ag,Ä^,,. A^m^ ; d. h. die Auflösung der Gleichungen 2) nöthig. 

Zeriegen wir das unter dem Integral^cfaen in No. 3) eingeUam- 
merte Polynom wie folgt: 

' (2my + i2m-l)' . 

(2»i-2)' ^ (2w-4)' ^ ^ " 2^ — 

' (2i«-3)' + (äs::5>^ — ^ •••• 

+ p 
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so kiDD man F(sß,h) wie folgt «usdrückeii 

Enlwickdl man die Binome h—t, (h-D* ik—t)^^ auf g€«Abo- 

liehe Weise und fosst die mit gtoicheD PelMien von A venelienea 

Glieder ausammen, so findet man ohne Schwieri^eit 

r^L(2m.i)' *^ ^ • • ^ r ^ ^*»^J 

+ — Li^iiaT + "gs^T ^ ^ 1' ^ 

r_L_ 4. 4. 4. -^»«»-^ 4. ^ ' 
--nr^L-^i^ (2m-4)' + - + r 

d. i. wenn man die GleicinnigeD keracksiciitigl 

. ~~ (2m)' ^ (2in-l)' 

+ "(^-2)^ + (am-4)' ^ 2' 

Vergleicht man aber die hier vorkommenden Reiben mit denen ia 

No. 5) und 6), so erhält man die einfache Relation 



Digitized by Googl( 



51 



hieraus folgt für t = -J-A , tff{^h) — — ^i-^h) d. i. ^Xt^) = 0; 
▼o naftge 4er Bedeutung Ton ^(i) idiub ibo biemach fftr jedes g»nie 
pi^eitive m 

(2m-3)' (2m-5V 1» - " 

aeio und daraus erhall man der Reihe nach für t» =s 2 , 3 » 4 , ... 

j(| SS 0> iig 0 « ss: Oy ■•• 0* 

Berflcfcsiditigt man auflserdem, daas aas der ersten Gleidinng in 2) 

sil, ssz 1. folgt , SO sind jetat alle Goeffizienten Ton ungeradem In- 
dex bestimmt. Die CoefTizienten gerader Ordnung bestimmen sidb nun 
aus der letzten Gleidiuiig in 2), wemi man die für , , ... A^m^ 
gefuaiienea Wertbe auhsütuirt. .£s ivird nimiich 

(21»)' (9m-1)' 

^ (2m-2)* ^ (2m-4)' ^ (2m-6)' ^ ^ ~F 

oder nach Transposition der ersten zwei Glieder und Mulüjdüution 
mit (2»-l)' 

(2m-1Ms + (2ii-l)(2a^-2)(2Mi-S)i4 + (2ai-l>(aas40 ... (2»i-6)i. + ... 

+ (a»i-l)(2ii|.2) ... 3 . i- ütL. 

Setzt man weiter für ein ganzes positives r 



I.2.3.. (2r) 2 r 1.2.. (2r-J 



(2r) 2 r 1.2..(2r-l) 
so wird nach Hebung mit und unter Aftcbaiebt auf die Beseichnung 
der Binomialkoeffisienten 

-f(2m-l)i«, - i (201-1)303 + -|.(2m-l).a4 

woraus durch Vergleichung mit .der unter No* 1) in §. 10, angegebenen 
Kelation iwiacben den BemouUi'acben Zahlen aogleidi 

JL^ mithin A - {-Vf^iB^r-, 

a^, = ^ ^ - 1.2.8.. (2r) 
folgt. Nach allen diesen Bemerkiin^'^en haben wir nun unsere Unter- 
suchung auf folgenden Punkt gebracht. £s ist nach No. 4) 

4* 
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^ 1.2'*' 1.2.3.4 ia7;-r...-r 1,2.3 ... (2m-2) ' ^ ' 

UDd dabei weil ^{hr4) =^ 0 wird wegen A^^A^^ ... = A^m-^ =^ 



10) F(a?,Ä) = ^ y(A-/)/t2«+*H^+0rf< 

uuil darin 

T" ••♦ T 



■ 2'(2»i-2)' 4'(27«-4)' ' ' (2m-2)'2' 

Berücksichtigt man endlich, dass die Gleichung 8) wegen i//(0 = 0 
und ^(A^0 = 0 ii^ übergeht imd btteichnet nnnfl(fl;,A) 

mit — K, eo ist 

12) Ä/'Ca?) = -^/(a;) — -^hJfix) 

wd daJbkei 

Die Grüssn Ä, welche riiaii lien Rest der Reihe in 12} nennen kann, 
bedarf nun noch einer, näheren Untersuchung« 

12. 



Die Fiiiiktioii (p{i) , welche in dem Kesie R vurkuairnt, besitzt 
eine Eigenschaft, die es möglich macht Graiizen anzugeben, zwiscbea 
denen der absolute Werth von R enthalten ist Die erwAbnle £igen- 
sdiaft besteht nfimlidi darin, dass die Funktion gt'J) innerhalb des 
Intervalles f st 0 bis f =s ^ ihr Voneidien nicht ändert und zwar po* 
sitiy oder negativ bleibt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Man 
erkennt diess leicht, wenn man der Reihe nach die Fälle m = 1 , 2 > 3 , ... 
betrachtet Dieser Untersiifibung selbst aflssen wir jedoch eine .Be- 
merkung Torausscbicken , wtelcbe jBidi auf das Integral 
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bezieht, wovon wir später noch einmal Gehrauch machen werden. 
Aug der ^gei^cball ^(t) = q>{/i-t) folgt nämlich leicht *) 



I 9(t)dt = 2 / g>{t)dt 



und wenn man in beiden Integralen für (p{t) seinen Werth substituirt, 
so giebi die iniklicfae Ainlühniiig der laUffntdoßßa 



(am+l)' ' (2m)' 

~ (am+1)' {^my 

+ ( ai^ir (a^ar^ + " (2ii:5? — 

wo am grftuerer BequemUdikeit Hillen die früheren GoeffizieDten 
welehe durch die Gleiehungeii 

mtc den Bemonlirschen Zahlen znsammenhSngen , wieder benatst wor- 
den sind. Dividirt wun die ubigc Gleichung mit A^*+' so ist weiter 



*) Besondttt anschaalich wird di«M, wenn inao die goomelrifclie Bedea- 
tang jodei bealimmteo Imtegralet deokt. Das obige beteichnet, wcod U= <p{l) als 
Gleidinag einer Cunre* •ngesehen nird, dlsjeiiige Flicke, weiche die Abscisee A sor 
BMb hat, und ton den Ordinalen ^(0) , (p(A) und der Carre eelbet begränzt wird. 

9(1) «^(A-l) kwicht eher , die Cnne ittnefMib dee lalemUi» 0 bis A 
aes MPei ooQgraentcn an einander slosfenien Zflgen, welche reohti «nd linha Ten der 
mr Abscisse I«b «^A gehfirenden Ordinale qfnimetriseh liegen, daher siod aneh die 
beiden Flftehen congrnent, welche aber den Strecken von 0 bis ^A nnd von -s"^ 
bis A sieben. Die ganze Fliehe zerlUH also in zwei gleicbe Theile, von denen das 
Integral 



den ersten aber der Abscisse -^h slcbeuden aosdräckr. 
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i2»i+l)' ^ (2wi)' 



= _i + 4^ 



Die Summe der auf der liiiken 'Mtft etebenden Reihe findet sich leidit 
dmr«sb die Bemerkmig, das» das aUgenwine SdMma dar Gldchnngea 2) 

in 10. unter der Form 

(n+l)' «' («-ir "^ 3' 2* 

« - ^« 

daijgestellt werdeo kaut, woraus flir 2m imd unter BerAdksichti- 

gung TOD — .... = = 0 sogleich die gesuchte Summe 

folgt. Man hat. dann aus No. 2) 

3. A L ^ ^ 1 

Setzt mau noch den Faktor 4^*^* in, ao ergiebt nch daa Ursprung«- 
üdie Integral wieder nfanlkh 

Um den Grad der Funktion 9(1) im Auge behalten zu können, weilen 

wir im Folgenden q>(2mj) fflr g>(t) setzen, so dass also g)(2,f) , y(4,f>, 
^(6,/) etc. die speziellen Polynome sind, die für »i = 1,2,3,«.. au» 
y>(t) =r q>{2m,t) lierrorgehen. Demnadi ist 
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und es llsst steh nmi seigwi, dass wenn 9(aM-2»l) ioaerbaib des 
lotemlles t s= 0 bis ras sein Voneidien nicht Ändert, andi ^(2ai,0 
inneriialb dieses InterveUes einerlei Vorzeichen aber das entgegenge- 

aetzta von dem des 9(2in-2,f) besiUt. Hierzu bedarf es nur des Nach- 
weises, dass diese Eigenschall f&r das latervali f = 0 bis t = -^-A 
statt findet, wett sie dnreh die Rdation ^(JM) 9»(r) soglekb auf dai 
gnie IntemU- 0 bis amsgedehBC wird. 

lieu achten wir 2uuäcbäl den Difierenziali^uoUenteQ von^(2m-2,0 
oamlich 



(ai^d)' • (a«s-7)' • r 

und setzen wir ▼orans, dass derselbe wflhrend des IntervaUes 0 bis 

sein Vurzeichen nicht ändere , so ündet diese Eigenschaft auch hei der- 
jenigen Grösse statt, welclie aus (p'{^-2»t) dadurch hervorgeht, dass 
man letilere Funktion mit^ If'^dh muitipliart und iwisciien den Mn- 
len h^h' und A ^ co integrtrt *). Diese (trflsse ist: 

(2r»-3)' 2m-\ (2iii-4)' 2i»-2 



*> Ein bestitniniM iMtinl iü h«kaiuiliich di« GftBM elisr RnmilMfeilMMnCt 

Miidicli lir JzSL d 
n 

X(A)dÄ = X»m[ax(a) + <%C(o + d) + diXC« 2d) + ... + (Jx(o + 

•In bedralet die «bigt Integration nfckts Anderes ab Addhioa aller der Cr«Men, 
welche am d^(2si-2 , () herforgeben , wenn man för Ä der Reihe nach fc, + di 
3 + 2d,A + 8d, in inf setzt nnd nachher d bis zur Gränze Null abnehmen IlMt. 
Da aber <<r-i*Ä, se ist auch i<ih, (<^Ä4-d, (<^Ä-f-2d» ete. und hieraus 
erhellt sogleich die RichiigkeK der im Texte aosgesfirocbeiMn BebaupCnng. 
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9% 

%L fcvi « + •••• + 



^ (2m-5)' am-S ^ r 3' 

und wenn niaii lU-n Faktor ^«+1 weglässt, so folgt, das» 



einerlei Zeildien hat- und- iwar dait^ie wie <p'(^'m--2»t). Dasselbe Vor- 
zeidien koniniL uüenbar auch Dem zu, was aus dem Vorstehenden wird, 
sobald man es mit dt uiuUipiizirt und zwischen den Gränzeu t = t und 
t=-^h iategrirt, weil hierbei i iviMr kleiaer ids die ^i»ere lategn- 
tionggrinie bleibt. {Ue AHsfitbrung dieser lütegittiMi giebl: 



(2wi-l)' 




(2m-2)' 




+ 


(2m-5)' 








L C2m-iy 












(2ii*-5)' ^ 



3* 



Sondert man von der ersten Reihe den gemeinschalllicheii Faktor 

ab, so ist das Uebrige nach Formel 3) summirbar, indem man dort 

fli-1 fari» sdirelbt. ^Hultiplizirt muk noch mit so folgt jetit» dase 

« 

der Ansdnick 

^ (2j«-3)' i2»i-5>' y r . J 

imierbalb des latervalles 0 bis -^h sein Voneichen nicht indert and 
awar dasselbe behält mit q'{2m-2,t). Beracksichtigl man äber, dats 

die vorstehende Reihe abgrselien vom Vorzeit lieii = q>'{2m,t) ist, so 
erhält man den Satz: „die Funktionen 9'(2m-2,0 und ip\2m,t) än- 
dern innerhalb des Intervalles 0 bis -^h ihre Vorxeicben nicbt, 
Vorseicbett der letiteren aber ist das Entgegengesetite von dem dar 
erstercn." Wenn imn ^\t) jM)&iliv hleiht, so wädist q>{t) einem be- 
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kaoBten Theoreme zufolge eben so lange als q)^it) das positive Zeichen- 
behält, da aber q){t) für t = 0 verscirwindel , so läugi die letzlere 
FwiklMMi ihr Wacbsünm bü IM va wad bleibt milhin «Ms poritif ; 
ist dagegen tp^O) Strecke lang negati?» so nimmt ^(f) eben so 
lange ab, da ab«* diese Abnahme bei Null anfangt, so bleibt dann 
q>(t) negativ, es sind also ^\2m,t) und (p{2m,t) immer zugleich 
positiv oder negatir; dasselbe gilt natürlich aocb von 9>'(2i»-2,<) und 
^2m-2,f) und daher können wir den vorigen Satit jetzt 'folgendiv- 
maassen ausspredien: „die Funktionen ^(2m'2»r) und 9>(2m,r) än- 
tleni während des Interralles 0 bis -j-Ä ihre Vorzeichen nicht; das 
Vorzeichen der letateren ist aber das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren.*' Fangen wir nun beim einfachsten Falle an, so ist likr 

negativ von f =s 0 bis l » -^h, milbin ist wSfarend desselben Inter- 

valles 9p(4,f) positiv, y(6,0 negativ ii. s. f. also <f>{2in,t) positiv oder 
negativ, jenadidem m gerade oder ungerade auslallt. Nach der frühe- 
ren Bemerkung folgt daraus, dass 9(1) während des. ganzen Interral- 
les # bis A eineriet Yorzeicfaen hat 

■ * • • .j • 

Wir wenden uns jetit zur Betrsf^tong 4^ Bestes 

t/o ' . « 

fifcMien wir f BOT und i^ß diejenigen innerhalb des InlarvaUes'O 
'bis h liegenden Werthe von t, für welche f^^'^+^Hx+t) den grösstea 

und kleinsten unter allen den Werthen annimmt, die ihm innerhalb 
' jbnes fattervidies Mkommen, so' sind- die DilTerenzen • 

und /<«»+«(a?-f-0 — f<^*Hx+ß) 

von entgegengesetzten Vorzeichen. Da nach dem oben Bewiesenen 
^1) von iss'O bis tsai h sein Zeichen nicht wechselt, so folgt hier- 
aus, dass auch 

[fOm^i){x-\-t) — /•(*»^-«(«+a)]9(0 



. y i.u . .y Google 



von entgegengeseteten Vorzeidieu sind. Dasselbe gilt von Dem , was 
bMna» hfyrvorgebt, wenn man mit d( inulLiplizirt uod tanerhall) der 
GiiMD f SS 0 liii t SB A mtesrirt Daraus ab«r, 4am 4ie DifitroMMi 

%J 0 

•otgegengesetzte Vorzeicheu besitzen, lolgt daas der Werth von 



o 

awisGhfiu dea Grösseo 
d* h« iwiscfacn 

• /CaM-i)(aj+«)[-i,„A>-+*] und /<W*)^a7+iJ)[-i,^«-»+»] 
enthalteii ist* Es liegt mithin 

Jt swisdien i»«A^V^^+*^(«+ff) 
und' i,Jlt*H-V<*^*>(ay+fl. 
BetraditeD nir nun die Differens 

Uod lassen wir darin % daa Intervall t =: 0 bis ^ = A durchlaufen, 
80 vird dem Vorigen zufolge diese DiffiBrem vom Negativen lum Po- 
iitiveB oder umgekelirt fibeiiebiBa» neH wier te Werthenifon amii 
dm T — a und r = /? vorkomoMB nAsseik V e t w ius g es efct, däes* die 

ganze Differenz eine stetige und endliche Fuukilon \on r ilai^tellt, 
woau Stetigkeil und findlicbkeit von /C^+^H^+t) von i^=rO \»&%=h 
gehört, 80 schliesst man daraost daas es einen Werth voiT % gieht, 
fBr welchen jene Dilferenz anf Null rednzirt abo 

wird. Da A>t'>0 ist, kann man r' = setzen, wo X einen po- 
siliven ächten Bruch bezeichnet und dann hat man 

Setzen wh* CQr ism seinen Werth durch R^m-t ausgedrMt, so kön* 
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aen wir das £adresultat der ganzen Uulo-sachung in fulgendeui Tlieu- 

r«me zitfamnwnfMi^a : 

Bleibt dar (Stoi+i)*«' DiiiweHiiakpMiinI oiiiar belMMg« Ftank» 
tion f(u) endttdi vmA stetifr ümerinlb des blmllM « =s c fcb 

u=: x + h, SO gilt die Gleichung * ' 

7) hf'ix) =a Jf(w) — ^hJf(x) 



' i.3.3...(a»i) 

' worin l eiaeii positiven ächten Bruch bezeicbni^ 

Es giebt noch dne iweite Form des Restes, die. xwar der so eben 
entwickelten an Allgemeinheit nachsteht, aber wegen ihrer hSnfigoi 

Anwendbarkeit wichtig ist. Setzen wir uämlicli voraus, dass [^^"^^Xx -\- 1) 
sein Vorzeichen innerhalb des Intenralies f s 0 bis t = A nicht ändert^ 
und bweichnen wir mit 1» s und f = 4 di^enigen Weiiho ▼om I,, Ab 
welche g>(i) inBeriian» des genannten Intemlles sein Haiimum und 

Minimum erreicht, so lässt sich durch eine der vorigen gauz ähnliche 
Betrachtung leicht aeig^, dass das lalcgrai 

8) q>{t)f^^^\x-i-t)dt 
zwischen den Grössen 

9(a) r /^**+*>(ap+OA und 9>(6) C ^ 
d. h. zwischen 

und ^)\p^\^Jr^ — ^ f(h)Jp^x) 
enthalten ist. Das Maxmmm 9(0) und das Minimam ^(fr) sind aber 
leicht 2u bestimmen. Wir wissen nämlich, dass (f>\l) iur ein gerades 
m innerhalb des Intenralles bis t -^h positiv bleibt und folg- 

lidi 9(1) wihrend dieser Strecke immer wftciist, sein Waebstbnm mit 
dem Werthe ^(0) ■= 0 anfongend. Ferner ist 0 = ^(l)t mit- 
nimmt die Fttnktioa von l«s «^A bis 1» A ebenso ab, wie sie 
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in dem vorhergelientltji luienralle /u^enommen hat, si<; nmss folgtfdi 
flu* I = -^h ihr Maximum erreiciien und ihr Miuiiuun) ist <p{ß) = 0. 
Bei, iiogwadmi m dagegm.isl ^(r) wgativ vbii isx(^ bis tst-^k 
afti 4afaer nmnit ^0 wihrettd dkaer Slreck« ab, tciae AbnalMie mit 

^(0) aa 0 beginnend. Ans 4p(k^) sc cp(t) folgt laer |$aos wie forbia, 

dnss filr < = die Funktion ibr Minimum err<;icht« Wir babea 
demnach , 

mr garade m , f(a) = ^(-i'A) , ■» 0 
für ungerade.«! , ^(a) = 0 » ^(ifr) ^(-J-A) 
und wenn wir beides lusanunenfiisaeB; so -liedlt in jedem Falte das 
Integral 8) zwischen 0 und gf{-^h)Jf^^\x)\ wir können datier 



2'(2m-2)' 4'(2»t-4)* ^2m-2>'2' 



setzen, wo l einen positiven ächten Bnnh bezeichnet. Der Werth 
vaa (pi-^-h) findet sich leicht nach eiuer früiieren Formel; nach r^o. il) 
m §. IL ist nlmUcb 

^2m-2>'2' J 

d. i* nach Formel 2) iu §. 10. 

(-1)» 2*»-l 
^ (gm)' 2*S=«"^*'"-**^* ' 

Substituiren wir diess in die Gleichung 9) und beräcksichtigen , das» 
jenes Integral negativ genommen den Werth von R darstellt, so ge- 
langen wir SU dem Theoreme : 

Wenn der (2iii+l)i« DiiTerenzialiiuotient von /(u) innerhalb des 

Intervalles u ^ x hh n ^ x -\- h endlich und »tetig bleibt, zu- 
gleich aber sein Vorzeichen nicht ändert, so gilt die Gleichung 
10) hf(x) = Jf{x) — -^hJfix) 

+ T3"^' i.2.3,4 ^ ^ 1.2.3 .. {2^W^ ^ ^ 



u 

jD^okt man sieb auf der rechten Seite noch den Ausdruck 

zugesetxt, so Tenrandelt sieb die Gleicbimg in die folgende 
11) ktiw) = Jfix) — +JL/m 

+ T2"^^ " iao^'^ + - + — r2r(2i.*) — 

Da I>-A>0> &o igt bicr 

2*"-l 2^*-! 

2*ii-t 1 ^ * ^ aSP^I 1 > — 1 

oder weil die Jinke Seite Jkörzer durch i — ^ ausgedrtckt wer- 
den kam« a«oh 

i>^-^r - 1 > - 1 

woraus man ericennt, dass der eingeklaimnerte Faktor des letzten Glie- 
des in No. 11) seinem absoluten Werthe nach unter der. Einheit liegt; 
in welcben Fällen derselbe posiÜT und in weichen er negativ ist, mir 
scheidet sich leicht, wenn man. in der g^nz allgemeuien Formel 7) 
m + 1 fOr M sehreiM und das so Entstandene mit.No. 11) vergleicht. 
Man findet so 

d,L 

* - - L^2^ ^ J i,2.a (2m) / /<*^*>(ay+OA. 

HalMi mm ««d /(•*+*>(y) innerhalb des DiterfaDes « ä » 

bis u — cn-^h gleiche Vorzeichen, so kommt dasselbe VorzeieliPii 
auch dem integrale auf der. reciiten Seite zu, und folglich muss jetzt 
; 2^'"-l 

negativ s«m, weit sonst iwei vm NnB versehiedene aber mit entge- 
gengesetzten Vorieidien versebene GMssen einander gleich sein müss- 



I 



len. Haben dagegen und f<*»H»(ii) ungleidie Vorzeichen, 

so folgt aus ihnliGhen Gründen, dm 

92m I 

positiv aasfiiae& mass. Setaen irir in Rede stebendeD Ausdruck 

im ersten Falle = — Jf und im zweite n= -j. x, wo x immer eineü 
posiüTen ächten Bruch bezeichnet, so iiabeu wir das Tlieorem: 

Sei /(«) eine Funktion deren (2»i+3)i«r Differenaakpiotient end- 
lich und stetig bleibt von iisa;bisii=iD + A. Setit maii 
femer voraus, dass fO^^i^ und /(^+^>(m) wShrend desselbflii 
lütervalles üire Vorzeidieii mchL wechseln, so iat, wenn beide 
gleiche Vorzeichen haben, 

12) <«) = — \k4r{ß) 

^ 1.2... (2m) ' ^ ' 
und wenn &ie ungleiche Vorzeiclieii beäilzeii 

13) hf'ix) = Jfix) — -^hJrix) 

wobei immer » dne iwiscben 0 und + 1 Meode Grösse be- 
zeichnet» 

Sind also die aufgeslellten Bedingungen erfüllt, so beträgt d<T Rest 
seinem absoluten Werthe nach jedesmal weniger als das zuleut in 
Rechnung gebrachte Glied der Reihe, wodurch man immer im Stande 
int, Grfiosen fttar den begangenen Fidder aati|gd»en. 

Vereinigt man endlich noch in No« 12) das lelite Glied derReilie 
dadurch mit dem Reste, dass man 1 — x — A setzt, so erhält man den Satz: 
Wenn der (2m-i-l)^e und (2»i-f 3)ie Differenzialquotient von /(«) 
innerhalb des IntervaUee «a^jv bi»iiss« + b endlich and ste* 
tig bleiben und wShrend desnelbea gleiehiatig entweder positiv 
öder mgali? bleiben, so ist 
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WO X eine twisehen 0 and + 1 fallende Grösse bezeichnet. 
Hier macht also der Rest einen aliquoten Theil desjenigen Gliedes aus* 
welches. lolgen würde, wenn man die Reihe weiter fortseiaea wollt«. 

In den folgenden Panignphen werden wir nun eine Reihe Ton 
Beispielen fOr die allgemeinen Theoreme dieses Paragraphen entwickeln 
und iwar werden wir soldie wählen, die in verscbiedeaen höheren 
UntersuchuDgen eine wichtige Holle spielen. 

f IC. 

Baiwickeliuif wom h : 

Die einfachste Substitution, welche man für f(u) Irellea kann, 
ist f(u) = c", sie giebt für ein positives ganzes r 

= e«, .ä//«(ii) ^ (e*-X)e» 
und da f^^Hu) fär endlidie reelle ii sidi continnirlich findert ohne un- 
endlich zu werden und da fiimer sSmmtliehe Differenzialquotienten positiv 
bleiben , so hl nach ^o, 14) iui vorigen Paragraphen ffir alle mög- 
lidten x imd k 

1.2...(2m-a)^'^^>*^ + 1.2.3 ...(2».)~<*^*^ 
oder pach beiderseitiger Division mit (e^-l)«* 

1> -^^^-^ 

1.2 1.2,3.... (2a^.2) 

(-1)'^»AB,«_,Ä*» 



H- 



1.2. 3. ..(2m) 



Digitized by Google 



Ks liegt nun der.Gtdianke sehr nahe, diese Reihe ia's Unend- 
Üche foruusetseii, so tes nach Transpositioa des Restes ud durch 
Ueberg^g mr GrtBie 9kt unendlich iwacbsende in 

+ "TT 1.2.3.4 ^ l.a.3.4.5.6 — 

werden ifOrde. Der links voikonunende GrinzweHh besthimt sidi 

leicht, sobald man sich erinnert, dass eine FnnkHon tp(m) t&r un- 
endlich wachsende m unbegränzt ab- oder zunimmt, jeoachdem der 

Quotient J^^^"^^X . von einer gewissen angdiharea Stelle an kleiner 

oder grösser als die Einheit wird nnd bleibt, oder jenacbdem 

Um ^PP- < l oä^ > l 

ausfällt In unserem Falle wäre nun zu setzen 

Da aber andererseits nach emer bekannten Eigenschaft dar Bemouni^- 

sehen Zahlen * * 

1.1.1. _ 2^^-'B^m~i7t^ 



lim ^ 2^ ^ 3«"» ^ 1.2.3... (2f») 

also, die Summe der links stehenden Reihe kurs mit bezeichnet« 

_ ^jm-l ^s«i 

1.2.3m. (2w) a*^%«» 

ist, so kann man an die Stelle der Gleichung 3) die folgende setzen 

Daraus ergiebt sich nun fu£ unendlich waclisende in 

wenn man nimlich berücksichtigt, dass Ixm [5««^ : S^m] 1 ist 



*) M. f. des Verf. Handbuch der DiffercnziairecbnuDg f. 37. 
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Pfir < 1 also A < 2 TT wird jeUtI dem oben erwähnten Theoreme 

xufoige Idm^m) ^ 0, milbin, weil X einen lebten Bruch bexeichnel, 
auch Um [l ^{m)] k 0 und wenn wir diese der Bedeutung von 
gemiss Ar ^e Gleichung 2) benatten, so ist 

^ H.h'' B,Ä* , fijÄ« 



^ 1.2 1.2.3.4 I.2...6 
wobei der absolute Wa%fM. 2 fv sein mnsa. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn der ahRoliite Werth von 
h ebensoviel oder mehr beträgt als 27i, Zwar behält die (ileichung 2) 
auch hier ihre Ceilojpg, aber man kiwi iatst die Baibs nicht mehr 
in's Unendiadie fortaetiea olme sie difargam worden au tawen und 
auf ein in jeder Beaebnng unbranchbarea Riesultal xu kommen, 'Wüi 
man sich die Mühe uchniea den Re^t mit Uulfe des Integrales - A ! - 



fr 



XU berechnen, indem man die hier angedeutete Quadratur ausfahrt, 
so kam man allerdings lu einem vollkommen genauen Restütate ge- 
langen, dieser Weg wArde jedoch viel mehr Umstinde verarsachen als 

die direkte Hereclmung der aul dm linken Seite stehenden Grösse. 
Gleichwolii aber ist die Formel 1) in so lern brauchbar, als aic eine 
Reihe von Grinsen liefert, zwischen denen • der Quotient h tit^-i) 
enthalten ist. Denn setzt man der Reihe nach m s 2,3»4,.. so gel- 
ten die Gleichungen 

1.2 1.2.3.4 
= i ^ji ^ 1.2.3.4 1.2 .6^ 



-H -j^g 1.2*3.4 1.2.. • 1.2..8 



und aus ihnen folgen wegen 1 > Ä > 0 die Ungleichangen 

5 
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h 


< 1 




h 


> 1 


1 4 _J_ 


k 


< 1 


+ 


h 


> 1 













1.2 
















1.2 


i.2.a.4 














i.2 


i.2.3.4 


1.2 ..6 






+ 




1.2 


1.2.3.4 

U* 8. W. 


1.2 ..6 



1.2 ..8 



Finden sidi unter diesim ein paar benachbarte, welche in einer Partie 
DerimalstelleB fibereualimmea, w hat man aaf ebim so fiel Deiimal- 

t» teilen aucii die liiiks siehende Grösse berechnet, 

Eft TeriMBl noch beaeHil na werden, daaa die Formel 4) sq 
einer independenten Beetknmnng der Bemeulli'sehen ZaUen benntit 

werden kann, sobald man die auf der linken Seite stehende Funktion 
Ton h mittelst des Theoreines von Jfdc LauriH in eine nach Potenzen 
von h fortschreitende Reihe yerwandelt und die CoeflSzienten beider 
Reihen mit emander verigleicfat. Pfhr 

Mit nämlich zufolge des eben erwähnten Sätzen 

= ^0, + + + Ä*. + .... 

und wenn wir diese mit No. 4) TerKleichon, aoiet offenbar Ar m^l, 

5) B^^ = (-1)«+V^**(0). 

Wollte man den rechts Torkommenden Differenzialqnotienten auf ge- 
wöhnliche Weise ni entwichefai Tersudien» si» erhielte man denselben 
unter der vieldeutigen Form und wir mfiasen daher einen ander«n 

Weg einschlagen. Setzen wir 

SO ist identisch, wie man leitltt einsieht^ 
mithin Ar ein ganzes positives t» 
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und filr A S8 0 iiaek Multipliltatioii nit 2* 

Hieraus ergiebt sich zwisdieii ^C''HO),un(l ip^^^Q) die Relation 

wo nun ^^(0) efibnliar nidit unter die vieldenüge Form gorütthen 

t 

Inon. Dm abo nach der Formel 5) oder 
7) = 

die BernouUi'schen Zatilen hererhnen zu können, mftssen wir zuiiäclist 
^»)(0) entwickeia, was auf folgende Weise geschiebL Zufolge der. 
bekannten Formel 

d^ ^ d*» d» diF^ "* di* 

ergiebt sich zunächst ' ^ 

und wenn A s& 0 genommen wird 

Man hat ferner durcli wirkliche successive Diflferenziation 

wobei man leicht die Form dieser Gieichungeu entdeckt, nimlich 

=y : ^ '(iH-i)-' ' ' ^ 

worin JiTi , iC: » ... Xii gewisse noch nnbekannto numerisehe Koeffizien- 
ten sind , deren Werthc aui iolgendem Wege gefunden werden. Es ist 
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Forner hat man für positive > Ü , 



folglich 



Multiplizirt man diese Gleichung nui + ortlael reclUs Alle» nadi 
abMeigeoden Potenzen von »o wird 

— [4»-* — ni3"-» 4- M»"* — fi,J«C"-«^ 

+ . 

wobei TOchto das mit €^ versebene Gfieil das letil* sein muss, wie in 
No. 9). Ffir ü 0 wird nun 

= [i-P-'-m] + [»^« - «,a^' + «j — ....] 

oder wenn wir die Beieicfanang 

10) i„ = — »id»-!)"-* H- i»*(jp-2)»-« — 
einfOhren, 

Hieraus ergiebt sieb endlich nach 8) mid 7) Tär n = 2m 

(-ir+'m . V"* _L r" ) 

»am I = 2*«- «(2*^-1) J "~ ^ + — 

wie märst lApiace geceigt bat. 
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i« 14. 

Als zweites und sehr wichtiges Beispiel betracbten wir diejenige 

Funktion, welche durch die Gleichung 

•ao 



1) 5p(»o = ^ 



defioirt wird und für welche man die ausschliesshche Bezeiclinung r(u) 
eingeführi bat. In dem Falle wo « eine ppsitive ganse Zahl ist, lässt 
sich der Werth des .Integrales rechts ohne SchMderigkeit entwickeln 

man findet nämUch 

2) r(i) = x. r(2)= 1, rc3)= i.2, /X4}= 1.2.3 

r{k) = 1.2.3 .... (lr-1) 
IQr andere u dagegoi bildet I\u) eine eigenthflmUche Trausscenileiite, 
welche fikr posalife u stet« endlich und 9ivu<; bleibt, fSir jedes negative 

u dagegen unendlich wird. Ferner besitzt dieselbe folgende tür unoeio 
Ealwickelungen wichtigen Eigenschaften*). 
8) r(M+l} « nrin) 

Um uuu die Foruieln de«» §. 12. anzuwenden, setzen wir f(u)===:. l[\uy 
es ist dann ^ 



*) Theoi'tc und TcJcl der ebcuäo uicliiigcii als mterosaulea GiimuutfiiJjkliuaeu 

♦ 

Hndel man in de» Verf. Werke: Analytische Studien. 
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iibei'liaupt für eiu (^izes positives r 



Nehmen wir weiter A = 1 , so wird 



und den Werth des Integrales rechts lindet man, wenn mau in d«* 
Gleichuug 1) n = 2?* und i> = uia selzi ; e&> ist uämUcli 



Berttckuditi^ wir nun, dass fllr jedes posili?e « die FiinktioneD 
/tta+0(K) und /(^'>(u) endfidi nad stetig bleiben and durehans 

dasselbe Vorzeichen besitzen, so ist jetzt nadi der H*eo Foiiiiel in 
§.12. und unter der Rücksicbt, das& ^/(n) s= /r(M+l) — 
1« ist» 



2m-2 a?**^ 2f» 
Um iiieraus eine Formel für ir{x) und dann für r{x) abzuleiten mul- 
lipliiireD wir OberaU mit ix und intcipriren zwischen, den Grinzen 
a^ssa;, woa eine positive noch unbestmwite Grtese bezeich- 

» 

nel; es wird dann 

\r{x) — U\a) — {x — \) Ix - X — la-~a] 

Das zuletzt voritommende Integral liegt aber wegen l^A^O zwischen 

deu G ranzen 



7t 



0 und 



und hüllet daher einen Bruchtheil des letzten Ausdrucks. Neuneu wir 
X eiue zwiüdiea 0 und I liegende Grösse, so dürfen wir aus diesem 
Grunde 



<te « — 



1 L_\ 

seUeo und di« forige Gleichung Ussl sieb i|tttt durch Vereuiiguiig der 
Grttasen 

ina; und (a— ^) iii-a = ^ 
in fulgeude Fonn bringen : 

■ 

Durch Übergang nir Griue filr unendlich wacshsendo a> wobei 

sein möge, giebt diese Gleichung 

8) /r(a?) =s U + («—- i-) to — « 

1.2 » 3.4 1? d.«l? (2»-3)(2m-2) 

<2»i-l)(2w) 

und hier kommt es nun noch ntif die Bestimmung von A ;<ii . dt^sson 
Werth offenbar ein endlicher und angebbarer sein niuss, weil sonst 
<^ne besiimmte Grftsse einer unbestiminteir gleich sein würde. Selzen 
wir 

we nun i|^(oo ) s i ist, so haben wir 



oder wenn mr nach ni(^ichdter Hebung die Foimel 4) anwenden 

Lassen wir a io's Uoendliclie waclisen und berücksiditigea , das« ersUidi 

und dass zweitens der GrSnzwerth der linken Seite ^ i ist, 

so ergiebt sich A = VSr und nach Ne. 8) 



1.2 a? 3.4 a;» 5.6 ^ (201-3) (2iii-2) » 

(2m-lK%») o?*«-»* 
Durch beiderseitige Addition n|uljAnwendi*i| der Ferset 3> wird hier- 
aus noch I 

10) U\\ -f-x) = \ -f- ^a; + Ix - x 

1.2 a? 3.4 a;» 5.6 a?» ^ (2«i-3)(2»i-2) 

(-ly^+'Kg .^.^ \ 1 
(2»i-l)<2iii) a?*^* • 

Um nun zu Vil+x) zurückzugelangen , setzen wir 



1.2a7 3.4x» ' 5.0^ . r" (2»»-3)(2m-2) 
(-1)"'-Hyg ^,^i 1 ■'■ 

und dann lindet sich ohne Schwierigkeit 

Woiilu uiau auch iu Uies>eii Furtuelii die iiciiicii daduicü zu uneudli' 
chen machen» dass man fn unbegranzt anwachsen liesse, so würde 
man auf kein brauchbares Resultat kommen, denn es Ulsst sich leicht 
zeigen , dass der Ausdruck 



. ijui. u i.y GoOgl 



(2m-l)(2i») aj**-* 
filr jedes endliche bestimiiitii « imendlich wird, sob«id m ia't Unend-: 
liclie luiumnit und diese Mitirde dann, za dem nichtssagenden Resultate 
führen, dass 2r(l+a;) + Q0 gleich einer. Reihe wäre, welche von einer 

gewis&eii Stelle an divei^irt. (jieicliwohl aber sind die Furmeln 10) 
und 12) höchst brauchbar, weil sie jederzeit Gräozen angehen, awi«* 
seilen welchen der Werth von <r(i+«) oder JXl+dp) tu suchen ist. 
Nach No. 10) hat man z. B. 

ira -h.r) i{27[) + ix — x 

ir(l+a?)< + J(2;r) + (*++)to-ar4-^~ ; . 

ira +.) < 1 K2n) + (x+i) t.- . + ^1 - ^ ^. 4- ^ 

u* s. w. 

Ist nun X eme nur euugermassen grosse Zahl» so nehmen die Glieder 

1.2 o; ' 3.4 ' 5.6 a;* 
offenbar eine Zeit lang ab , weil anfangs dia Ber^oulü sehen Zahlen fal" 
Jen und erst spiter bedeutend in steigen anfiingen *) ; es w«^en also 
die Grinsen, zwischen welchen 11X1+«) enthalten ist, sidi anfangs 
einander nShem und erst von einer gewissen Stelle ab sich von ein- 
ander entfernen. Für die prukliscbe Berechnung ist es natiVJicb am 
vortheilhaftesten, daqenige Paar von Ungleichung^ su wählen, deren 
redite Seiten am wenigsten von einander verschieden smd, hei welchen 



*} Die BernoulU'scii«!! Zahlen Bi » B^' » B^^ «ind nimüch 

JL J_ _L JL A 2, 

6 ' 30 ' 42 ' 30 ' 66 . ' 2730 ' 6 * 

3617 43867 1746U 854513 2363 64091 

510 ' 798 ' 330 ' 138 - ' 3730 

8553103 
6 • 
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iilso die üränzi n Im //'(l-j-j?) ciiianrlpr am nächsten sIpIich. Diese 
Stelle lässt steh mit einiger Sicherhcil a priori ItesUiniiieiii 
nimlidi da, fvo 4a0 aUpsmeiiM Gli«d der Jkihe 13) 

seinea kleinsten W«rth erlangt imd moF wenig von Mull dilEerirL Da 
nun das vochergekeBde Glied 

(2r-lHar) a?^-» 
nnr wenig grösser sein aoH, so nuiss die Biffereni • 

(ar-l)(2r) (2rH-l)(2r+2) 
bciuabe gleich xNulI seiii und daraus findet man nalierungäweis 

' (2r+I)(2r+2) . 

B,;^, (2r-l)(2r) 
Aadererseils Ini die linke Seile den Werth 

Mchnien wir den Quotienten S^r+f i S^r bciläulig lür 1 , so giebt die 
Substitution ia die ?orige Gleichung 2r(2r-l) = (Sn:)^', d. t* n&he- 
ningsweb r = nx* In dieser Gegend also findet man das Ueinste 
Glied ' der Beihe 13). Auch die Genauigkeit der Rechnung, d.h. 

die Grosse des Bestes in No. 11. lässt sich schätzen, wenn man die 
Formel 12) auf ibn selbst anwendet. Da nämlich für uucndlidi wach- 
sende x' 



V2». ' ^ «*-T 
ist, so folgt, dass für ein etwas grosses i$ die CKponauzialgrösse 
e7C»#M) belHufig SS 1 gesetxt werden kann und dann hat man nihe* 

ruogsweib 

oder füi' o; = 2iit 
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und folglich TenoAge der Rdation awiicta B^m^ maA S^m 

l>2.a... {2m) _ ^yl^ / a« W 

wobei (S^M für I gerecluiet worden kt SobeCitiiiren wir diese in den 
abeoltttem Werth JT des Reetee «Iso in 



(2m-l)(2i») a?'»-* 
eo wird, (2M-i)(2»i) für 4m^ gerechnet. 

Nehmen wir m = ttx, gehen ^^ir also bis zu der Stelle, wo das 
kleiu£te Glied den Schluss der Reihe macht, so wird 

♦ 1: 



e 



IJl' = — 271» — l/r — -|- fc» 
und hieraus lässt sicli heurtheilen, auf wieviel Dezimalstellen ungefähr 
die Reduiung richtig sein wird, weil der Logarithmus von die An* 
lahl fon NuUen kennen lehrt, welche hinter dem Momme Biulchii 
stehen wOrden. So hitte mav jl B. IQr jO= $, rxs 15 oder 16, so 
dass also 15 bis 16 Glieder der Reihe Ii) zu l)crechnen wären, femer 
IR' = — 33,06 also iog = — 14,7d (bas 10) uml hieraus ersieht 
man, dass der Rest kernen Einfluss auf die 14i« Desimalstelio ansttben 
wird und man also nach Weglasflnng desselben immer noch IS rich- 
tigo Besinialen übrig behtt* 

Um die so eben geinaclileii Bemerkungen m5glichst zu veran- 
schaulichen, geben wir ein vollständig aiasgerednietcs Beispiel und 
annr ein aokfaM, bei welchem eine Centrale mOglicb iat* Für w as 3 
Iflt ans der Formel (12) 



Digitized by Google 



I 



76 

und daraus findet man a priori 

^ 0,02767 70206 80. 
Benutit man digegen ^l^ormel 11), m' fladfll man der Reihe nach: 



lies 


Glied: . 


. . + 0,02777 77T77 78 




1» • 




0,00010 28806 d8 








0,02707 48071 20 


5« 


1» • 


1 
















• • 


2721 71 








0,02707 78010 02 


tl . 
** »» 


»» • 




427 65 








0,02767 70367 67 




n • 




108 24 








0,ü27ö7 79229 4ä 




n ■ 




40 21 








0,02767 79269 64 


8>, 


n • 




20 50 




• 




0,02767 79249 05 


«... 


• " i- [ • 




13 .91 


• 


1 • . . 




0,02767 70208 00 


10 „ 


t ' 

»» • 




• 11 08 


, ■ ■ ' 






0,02767 70250 08 


u „ 


1» • 


.. . + 


12 81 



0,02707 70260 70 



hier ist der Formel r ;= :lx gemäss das lOi« Glied (las kleinste und 
von di€8eiu ab steigen die Glieder in's ünendiirhc hinein. Da nun 
der Rest immer einen iliiifieteii Täeil de» nftcbatfoigende» Gliedes be- 
trägt, so wird derselbe am kleinftten, wemi wir -bei 0 GMedeim etefaen 
bleiben, so dass das nftclistfolgeiide das ipte und kleinste ist. Wir 
habsn daher im m = 10 
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9(3,10) = 0,02767 79262 96 

— j(iO,<M)000 UUUii 9b) . 

ote tt ist 

. f»(3,lQ) < 0<«t767 l$m M 
mid 9>(3,10) > 0,0S767 79250 «8. 

Das ariUuQfiliscbe Mittel smu btücleii Gräozeii (d.h. der Wßr&b jr=s-^) 

9(a,iO) » 0,027§7 7aa5<» 97 
und ilieM ttiimiit mU dem vorinn iiMMitt<yhir feftuMknen WefÜM twi 

9 auf 10 Dezimalstellen überein. 

Wm gross die Hüire ist, wcldie die Formel 10) aar BewIlMi» 
lung hoher Zahlen darbietet, möge noch die feigende kleine Bnehnung 
zeigen« Es sei 09 s 1000, und um die natOrlicben LogariUimen in 

künstliche zu verwandeln, multtpliziren wir die ganze (ileicliung tuit 
dem Moduius der letzteren M = 0,43429 44819; es wird dann 

SS . 3000,00000.00000 000 
+ -i*lofa)« 1,50000 00000 000 

+ -I- log {27t) =r 0^0000 9IB41 700 

^ Mx mx 434,20448 19032 d 18 

MBt l, ^- ^ 0,OOOOS 01012 OOS 
1.2 . . . 

13 = — 0,OÜÜÜÜ 00000 012 

0..4 ar* 

2567,60464 42221 328 
und da der liest einen BructUbeil . de«, leUten Qiedea ausmacht, ho 
lingt (ef ra-f 1000) mischen 

25674NMM 42221 326 . • 
und 2567,60464 42221 340. 
hieraus folgt, das» r(l + 1000), d. h. 1.2.3... 1000 eine Zahl von 
2568 Ziffern ausmaefat und iwar sind ihre 10 ersten Ziflera : 40238 72000 ; 
demnach ist das Produkt 1.2 1000 zwisdhen denjenigen «wei Zahlen 
«nthalton, welche aas 4028S 72000 und 40238 72601 durch Anhin- 
gen von 2dd8 Nullen hervorgehen. Eine solclie Granzbestimmung \pi 
von vieion Wertba, weil man ausserdem kein Jütiel basitxi um si«b 
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TOD dem Endresultate einer so enormen Multi|ylikation wie 1.2.3 »• 1000 
eine nur eioigennassen richtige Vorstelliuig zu bilden. 

Die Reibe 11) giebt ein sehr gntes Beispiel ?on einer togenaiiD- 
ten halbconTergenten Reihe, man begreift nimlich unter diesem 
Namen diejenigen Reihen, in welchen die Summe einer vom Anfange 
an geredmeten und zunehmenden Partie ¥on Gliedern sich so lange 
einer bestimmten Grinze mehr und mehr nfthert, als die Gliederan- 
laid eine gewisse Grösse (oben r) Bidit -4benchreiteC, nsdlher aber 
sich von jener Gflnfs wieder entfernt; es sind dJess also Reiben, wel- 
che aulangs convcrgiren, von einer gewissen Stelle an aber divergent 
werden. Dieses PtM^nooien Üast sich leicht grafdnsch versinniiGhen. 
lA nflmlidi 

^(ll) ts: M, 4- Mj + tlj -f .... 4- m 

und di^iikt man sich die Gleichung y === F{n) dadurch geometrisch con^ 
struirt, dass man n als Absctase und y als Ordinate ansidbt, so fin- 
den folgende Yerbiltnisse «latt. Bei einer oenTergeaten Reihe ist Hur 
unendlich wachsende n dm Gvinnrerdi ton F(n) eine endlicfae Grösse, 
etwa S , nämlidi die Summe der unendlichen Reihe Mj -f Vs + etc. ; 
d. h. die durch die Gleichung y = F(n) cbarakterisirte Gurve nähert 
sadi im wttteren Verlaufe mehr und mttut einer in der £ntinmung S 
anr Absdssenachse parallel gelegten Geraden, und die letalere bildet 
demnach die Asymptote der krummen Linie; bei einer halbeenvergen- 
ten Reihe dagegen nälicrl sich die Cmrve anfanj^^s auch einer in gewis- 
ser Entfernung parallel zur Absdssenacbse laufenden Geraden, diese 
AnnihemDg gdit aber nicht unbegrinat fisrf, sendem nachdem die 
Gnnre an einer gewissen Stelle (n =s r) der Geraden vay lüchsten ge- 
kommen ist, entfernt sie sich wieder mehr und mehr von derselben. 

§. 15. 

Bei der Berechnung der VVahrscheJnlichkeiten in mehrfachen Ver- 
suchen wird man bekanntlich sehr häufig zu Formeln gefährt, deren, 
nuaMfiache Aiisf Ahmf sehr laiige und anheqaane Rechrangen erfhr- 
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d«rt, sobald eine in ihnen vi^rkotiimenUe Zatil (die Menge der ange- 
itdilen Versudie) einigermasseu beträchlUch ist; scboD LBplace*) hat 
diMCii UebcIsCaiid bemerkt und ihm dmrcb NitaerungBformeln abzubel- 
fea gesucht, deren Beweis jedoch den Jetiigen Anforderungen an strenge 
Begrändung durchaus nicht mehr genügt Nach den hn Torigen Para> 
graphen entwickelten Formeln für IFil+x) und Fil+x) hat es aber 
nicht die mindeste Schwierigtieit eine vollkommen gründliche Ableitni^ 
der £e|»lnct*Bch6n Ansdrflcke sn geben, da es sich bei denselben im- 
mer nur um die Berechnung sogenannter FakCoriellen wie fi{u + i)(//+2) 
.... {^i-{-n-i) oder solcher Grössen handelt, weiche aus diesen zusam- 
uieugeseLzt sind. Man bat nämlich .nach einer bekannten Eigenschall 
der Ganmninnktionen 

1) = aCa-hl>(a+2) .... (a+n-l) , a positiv, 
und mithin 

2) 1[a{a-\-l)ia+2) .... (a+n-l)] = ir(a+«) — IHa) 

wo sich nun die rechts stehenden Logarithmen mittelst Formel 9) des 
verigen Paragraphen leicht um sn geqaner bereduMii kmim, je gttosr 
s ist 

Ebenso leicht kann man eine Formel zur näherungs weisen Be- 
rechnung» ewes beliebigen Bin w ni al ke efi ai tnimi 

an&leUen. Fir nss^^s + 1 und giebt nimlkh die Fnnml 1) 

vorausgesetzt, dass jci + l^s isf 

und durch Divisimt mit r(#4*l)f ^ d .2.S ... $, ^ 

• . /i(/i-l)(/i-2) ... (fi-sH) _ ^ 

' n^^+DITs+l) ^ 1.2.3... f 

mithin 



*) Theorie aoaijtiqM des probabilitis, Livre J., üecond« partie, Cliap III. 
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SinmiUicbc Logarithmen der rechten Seile sind nacli Formel iO) des 
TiQtigai Paragn^^heii leicht m eaiwkkela; Miat man mr Afakimuig 

±^ i - ^ 1 1 

so hat man olndich 

«(^.) = — -5- h^^) + + -r) — + i-) '^/*-«> — X« + t)'* 



Bezeichnet man zur Abkürzung wie folgt 

(2m-3)(2OT-2) 



5) r = j-^ti — + .... + 



(2j}i-l)(2m) 

so geht die Torige Gleichung in die nachstehende über 

und daraus findet man sogleich die wichtige Formel 

^) f^'-y ^Q^) a-(^y*- • ' 
FOr die Wahrsdieudicfakflitsrecliiiung iat nocb der -Mi fim imeresaa^ 

wo ]U eine ganze ZaU bedeutet «od das Doppelte von s aoamacbt, ao 

dass (2«)« den mittelsten Binomialkuefßzienten des Exponenten 2s 
ausmacht. Für diese Spi zialisirung geben die Formeln 4), 5) und 6) 

7) ' 



endlich 

9) C2t). « -==^ 
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Eine woiiere Forderung, welche die Wahrsdieinlicbkeitsredinung macht, 
bctrilll die Angabe des gröesten Gliedes in der Reihe» welche die £nt- 
widieliuig von 

nach dem Bmomialtheoreme für ganze positive p, q und r giebt. Mao 
weiss, dass dieses Glied das (j»r+l)t« ist, nftmlicb 

und hat nun naäi No. 4) « 5) und %) tAr ft = pr -i- qr , s =^ qr, 

und ^ 

weraofi man leicht 

d. b. das VerhSltniss des grössten Gliedes der Entwickelung mr gan- 

herieitet. 



6 
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Zweiter Theil. 



a in m e n r e cli n u n 9 
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«. 1. 

Pegrlir und |le«el«liBaiisswel«e der »uaiMieiiifHfHPg* 

Dl. 

rechnung, wesshalb sie aiu^ öfters die umgekehrte Differenzenrech- 
nuBg genaant wird. WAbrend es ntmlich das GeschäA der Differenz 
lenredianng war, aus der Nator einer Funktion den Betrag ihrer 
Aenderang (Differem) abtuleiten, liegt es umgekehrt dir 8mnmen> 
rechnung ob, aus einer gegebenen Differenz auf dicjenii^e Funktion 
zurückzuschUessea, welche sich um eben diese l>iü>ren/. andern wQrde. 
Fragte man s. B. nach derjentgen unbekannteB Fuoküan f{x), deren 
Differeni = (a^-l)<* wire, so Bitte man diese Fiinktion aus der 
Glddiuiig 

Jf{x) = 

au hestimmen; man wird gleich errathen, dass hier f(x) = sein 
mnss, aber da ein solches Eiratben nur in iranigen FlUen glücken 
und diess ohnehin kein wissensdnfUidieB Terfahren sein würde, so 

bedarf es gewisser Regeln , nach denen mnn Gleichungen wie die obige 
autlöst. Die Eutwiokeluiig dieser Regehi bildet das HauptgescbäH der 
Summentechntuiig.- 

Findet mm 0»epfaaiq[»t iwiaelieü isioer unbdtanntfln Funktion 
und einer gegebienen (p{x) die Gleiehung ' ' 

1) Jf(x) ^ rpix) 

statt , so würde die Auflösung derselben oflenhar zur Keuntuiss von 
f(äß) führen* und um diess durch ein Zeichen ausdrücken m künnen, 
bediene» wu* un« des BwAstabens 2 in der Weise , dass Sfp{w) die- 
jenige unbekannte Funktion von x bedeuten soll , deren Differenz =s (f{x) 
ist. Aus der Gleichung 1) folgt dann 
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Die Zeichen J und 3 bedeuten also sich gegenseitig aufhebende Ope- 
rationen, denn sowie man für (f{x) in der zweiten Gleicbuog seiuen 
Werth ^/(ar) aus 1) subttHuiri, so wird 

womit Bich dat eben Gesagte bestfitigl. 

Der Grund der Benennung Summenieclinung (wofür Manche auch 
den Ausdruck endliche Integralrechnung brauclien) liegt darin, 
dass in der Tbat eine Sümme Ton einer Partie Funlctionen be» 

dwtaii kam. 0ann Mtil man n dar Gieichw^g oder 

((x^-K) - fix) = I 
für m der Reibe nach die Grössen a,a+h,a-i-ih,.., u-^ {m-l)k j 
WO m einO' §um posilive ZaU beieicfanet, und addirt Juafaul alle so 
antstohanden Gkichnngeii i 

fCtt+h) — f{a) = tpia) 

' • • ' • 

60 ergiebt sich auf der Stelle 

oder für a 4* » o;» ' 

fix) SP 9>(a) + +i) + + M. + 9<ßi^ 

+ /(«)• 

Es ist also /(o?) eine Summe und xwar von den verschiedenen Wer- 
then, welche ^(x) erhält, wenn man « der Reibe nach es a+A, 
ff + 2jk » -r * Mal* : Da .dar Anfrug ,dioMr. jReiho, jMUnlach die 
Grösse a, willkilhrlich bleibt und u niahl; von m aJbUagtt ao apidt die 
letzte Funktion fia) ilio Rolle einer wiUkührlichen Constanten. Dass 
WAO in der Tbat heiugi sei «u mar |;0ruudeaeu Summe f{x) noch 
MDO arbiträre Cooatante IpamoaetaeD« trheUt anoh iaicht uamitleUiMr 
$sß dem BegrifTe von 2f(ßy, Wenn ana dfr Cleiching 

Jf{x) = e'(6^-<l) bostiniMt; werden soll , so ist es ebenso richtig f(x) 
= als = -(- 6* zu setzen, wo C eine beliebige von x unabhän- 
gige Grösse bezeichnet; denn e* sowobü ai/» e* C gen&gen der auf- 
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gesleiiten Differenzen gl eichung. Versteht man überhaupt unter Sq^x) 
diiyeaige keine willküiiiiiche Grösse eathaitende Funktion von x, wel- 
che Ar fix) mMmv^ CMctaor ^ ^> ^""^^ 

4) Jf{x) ~ (fix) ' . 

«U^^mewer «L» xwl>m die Furmel t ^ 

Bbn top aber ngct weiter (^eo, Dje Befligniss ptoiUdi» eine ar- 
bitrire Constante Imiznzaselien , beruht auf dem Umstände, dass C 

seinen Wertli nicht äadert, wenn man x um h zunehmen lasst, und 
folglich bei der Subtj-aktioq vpn f{x) und /(a?+A) wieder vcrsdiwin- 
det Diese Eigenschaft kommt aber nicht nur den constanten Grössen, 
sondern audi gewissen Funktionell und zwar periodisdien Funktionen 

zu; so ist B. 

und mithin ändert sich die lfu«l^tioa cos--j— nicht, wOftM lPdl>.4? + A 

an die SteOe von x treeen UM; «e vOrde daher ü| dem «eben .an-p 
geführten Bei&|)ieie Jfix) = e^(e'-l) auch erlaubt sein, f(x) — 

+ m setM. 9«Q<ftsichtigt' man endlich, 4»«» 9l>^lianpt 

dlePmiktieii>|m -^. fi»^i^jdie(M*pbleihl, wenn man aj+A 

m # pMtttitC, M trhalb» daai maii «na mnar Glaiohimg wia ^f{x) 
s ^x) auch slWesian darf 

Voft. welfiher liMMf nun ^, «dcr nin mddier Feim dw FumIUmhi ^ 
sei, l&sst sich in jedem einielnen Falle ausmittehi, wo die Sununen- 

rcdmung 2ur Auflösung einer vollkommen bestimmten Aufgabe benutat 
wird ; natürlich aber hängt diese Entscheidung von der jedesmalit^f^n 
Individuahtat einer solchen Aufgabe ab imd steht desshalb unter keiner 

■ 

festen .Regel« 
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f. f. 

Jgnnwueji der clafarliatai 

Nach der so eben aurgestellten Definition vun SSrf(x) hat es keine 
Schwierigkeit eine kleine Tabelle zu entwerfen, welche für mehrere 
der wichtigsUm Speziiüisiniiigen jon q^ix) die mgehörigea endlichen 
Integrale SgtQB) angiebt Es Ist hierzu iveiter nichts als eine leichte 
Umwandlung der gewöhnUchBtea Differtnienrormeln nöthig. So haben 
wir z. B, 

4lx(x-h){x-2h) .... {x-nh)] ' ' 

^ {9-^h)tß(x^K) ...» (iü-nllA) — 9t(aß4i){x-2h) .... (x^nk) 
{n-\'\)h . x{x-h){x-2h) .... ix-n-lh). 
Bei umgekehrter Ordnung kinn wan dafür auch schreiben, 

x{,x.h){x-2h) .... ix-^lh) « J ^(^-^^)ix~2h) .... (ag-«A) 

und daraus folgt nach der Hegel, dass eine Gleichung wie (f{x) — J[{x) 
die zweite -^(a?) = /(a?) nach sich zieht, • • 

\) ^x{x.h)(x-2k) ... (a?-;nA)] « .^>.^.(^-2A) ...(ap^^ 

wobei man rechts noch eine wiUkührlicbe Constänte hinzufugeii daif. 
Setzt man jvsa;' + (n-l)A, so er^lt nan sogleich 

oder wenn man die Paktorenfolgen beiderseits in umgelBclirtcrOrinaaig 

schreibt und die Aceente wegUtest 

(W + 1)Ä 

Wie man auch dadorcb findet, dass inan von der Düiereniengleiehnig 

' 0^^^h)(^^Zh) .... (x^^lh) = ^ (^-^)^(^-f/0 .... (x+^A) 

(»4-1)* 

ht. 

Man hat ferner die folgende Gleichung . < 

1 



^m^h)(w-\-^) .... (Ä+tn-U) 
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vvülür man umgekehrt auch schreihen kami 

1 



ß!(s+h)(at+2h) .... (w+mh) 

= ^ r_ 1 . — ^ — _]. 

L flKa?+Ä)(x+2Ä) .... (jF-f«i-U) J 

Hieraus ergiebt sich auf der Stelle die Summeoformel 

ir(ff+A)(«+2A .... (ff+Mi) 

1 1 



mh «(«+Ä)(jc+2Ä) .... (a»H-m-lÄ^ 
oder wenn man n — I an die Stelle von m. tretet^ i»»»L 

1 



3) 



1 1 



(n-l)R a;(j:-|-A)(x+2A) .... («+ti-2Ä) 

tttti dpfl abrigeos diwe Fonad iii«hl IDr »«»1, 4. h« 0 inAa» 

«pruisli pofaineii woUen* , Demi dtr Awtack 

1 

▼on dessen lOifferent ivir ausging enthilt im NeoBor m Faktoren, 
und darin liegt schon toji selbst die Bedingung, dass m nidit == 0 
sein darf. 

An diese endlichen Integrationen algebraischer Fuaktioiieu lassen 
sich noch die folgenden auf transscendente Funktionen besfigUche an- 
reihen. Es bt Jt^ss, (e^-l)^ oder umgekehrt geschrieben 

sa — r-r- ^ 



mithin 
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Mittelst der Furmei ror J co»x Abmeugt man sich ferner leicht von 
der Itfditigkat der GMibuig 

^ cos X 

«» («+T*) äJSTf»" 

oder X — \h l'ür x geschrieben 



Jcos 

2stn-y 



{x-^h) _ r eo s{x-^h) 1 



woraus die SimunoDfoniiel erhalten wird 

^ . COs(x--rrh) 

Ferner ist vermöge des Wcrlhes yoii Jsinx 
, , 1 . . J sin X 

oder wenn man » — •^'h i3r » anbstttiihrt 

iiieraus iiiesst die Summeoformel 

•» sin(x'-k-h) 
»> = 2«»-l\ • 

Um nm auch die endlichen Integrationen suaammengeselzterer Funk* 
lionen ausMren in können, bedMan wAf elnigaip aHgemoiiier Hegeln, 
nach welchen das endücbe Integral aber ittManm an g em a rt i n FniMon 
aus den integralen ihrer einzelnen BestaudtlicUe gebildet wird. 



AMM^emeinc Hekeln für die eitdliche intei^raaiopa 
BoMBuneiiseaeaslercr FiutklioAeii* 



« , I ' p • 

I. Wenn Ü» V, W elc. Terscfaiedene Funktioqen von « su)d und 

JU = n, JV = V, JW u?, ••*. 

gesetzt wird, so folgt 

Jü ± JV ± JW ± ... ^ u ±v ± w ± 

d. i. 

J{U ± V ± W ± ....) u ± V ± w ± .... 
Dem Begriite des endlichen Integrales nach e^giebt sich hieraus 
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And i ff i r i c iii ist Att in§m JÜ ^ u tkmtßkfkii U ^ 3m, ebenso 
F «5 2*9 db, fiBlgM teflb AdWoB rap. Mtnktira «aw CUei- 
duingen 

U ±V ±W ± .... = 2W ± 3© ± ± .... 
und durch Yergleicbung dieses AeeilUlee mil tei TorbeifelMiideR eM-- 
el«ht St Mdii in Werti Ilb^nelAm Refd 

n. Ist k ein fon« unabhlngiger, abo «oneteterMtor, so gUt 
bei derselben Beidcbnung wie TOibin die Formel 

foJglicii umgekehrt 

Andererseits ist aber wie obea ü = Su, ■lidiin, wenn man dtess 
SQbstitiiirt und die beiden Seiten der iDP^eii Gleidiuug gegen i»BHi<> 
▼ertauscht, 
2) 2(ku) » 1::^ 

OL Um auch eine dmlidie Formel fttr da» Produkt iweier ab-* 

bingig variabler Grössen d. h. für l{uo) zu iinden, ?edabren wir fpl- 
gendermassen. Es sei . * 

2(uo) = uSv + s , 
wo m eine nodi unbekannte FUtion von x ist. lünunt man unter 
Rftcksiebt auf die Formel 

TOD der obigen Gleicbong die Differem» so wird 

«0 SS ti^l^'+ ^ii'.2b + Ju,J!^ + 

= «»-{- Ju,2v Ju,v . , 

d* i. wenn man Jz auf eine Seite allein bringt 

mitbin 

womit z seine Bestimmung gefunden hat. Nach dem Fröheren ist nun 
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Für den ersten Augenblick könnte man glauben, dass diese Formel 
di« Scfawiflrigkeite» der «ifedeiitelau Smmaatio» tm iio eher fermelut 
abMeiynaadere« weQ fie die mprAngKcke ykhakt lotegratftn auf iwei 

andere nach einander amzufUirende Integralionen reduahl. Gleidi- 

wohl zeigen spezielle FSlIe, dass im (iegentheile es oft leichter ist, 
durch eine soiche Theilung der Arbeit, wie sie die Formel 3) vor- 
•direibl, als durch Integration auf eiaanl aum Ziele tu iMmen. -So 
hat man i. B. iiir « = v =s.a* 

und nun nach No. 3) 

ofier Termöge des i>ekannten .Werthes voß 2^ . 

was man r&dLivirts leicht verifiiiren Icaun, da nun umgekehrt 

S a?e« AeV 1 ^ 

• - ' ^["IM" (c*-l) J 

sein muss. — Die in No. 3) entwickelte Regel für die endliche Inte- 

giation eines Produktes iimfasst auch den Fafi 'der Integration eines 

Quotienten, denn setzt man z. B. in^-^^dei^ Abdruck = v, so 

erscheint der Quotient unter der Form eiues Produktes uv. 

Nachdem wir uns nun in den Belitz allgemeiner Regeln gesetzt 
liaben, welche die Integration complizirterer Funktionen oiTeubar sehr 
erleichtern, «rollen wir uns nui^ mit der Integration der ▼erschiedenen 
Klassen solcher Funktionen nih^ beschäftigen. 
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Bezeichnen wir mit Ä, B, C, M constante Grössen, mit 
a, ß, y, .... fi beliebige. positiTe ganze Zahlen, so stettt der Ansdrack 

ia?« + B«^ + (7a^ + ... -f Maif^ 
das allgemeine Schema aller rationalen ganzen algebraischen Funktio- 
nen dar« Aus der Bemerkung 

^(i«* Bxfi + Cxy + ... + Ä«^) 

. = 2(45«) + 2(Bx^) + 2{Ca^) + ... + 2{Mj!f) 

^ ASü^ -h BSat^ CSii^ + ^. MSacf* , . 
gdit mm sogleich herfor, dass es nur darauf ankommt, eine Polens 

mit beliebigem ganzen positiven Exponenten zu summiren, oder üLer- 
baupt ^ff ** zu 1j( stimmen. Diess hat keine Schwierigkeiten, wenn 
man sich an die bekannte Formel der Differenienrecinung , 

«finnerty.vek^e. ia.der qompcudiOöeren Form 

.... + (m-|-l)«flfA« + (•i+l)»+iA-+« 

dargestellt werden kann. Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

.... + + 
und durch Transposition von Sü^ auf euie iSeite allein' eMt man 

daraus 

(m+l)i (m+Di 
ivas sich noch etwas kOner ausdrucken iässt, wenn man sich erinnert, 
dass flberbanpt IQr ein ganies positiTes k • 
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(m-f Dfc _ i»(ot-l)(w-2) ... [71*^-^2) 

1.2.3 ... A 

ist Die ohige Gleichimg geht dann io 4i« folgende üb«» 

1) — (m+l)/r 

uad dient als sogenaimte Reduktionsformel, weil durch «ie die Auf- 
gabe der Integration von auf die Integrationen von sF^^, 9f^\ — 

gfl tarflciigeiahit md. 'Betit man der Reihe nach m =: 1« 8, 3» 

so erhält mau 

und hieraus ersieht man, dass sich successiv ^a?', 2x^, etc. be- 
stimmen laMen würden, w«m vorerst 2^^ ts» Si bekannt wiro. fk» 
iat aber 



mithin ^ ^ 2t ^ Sm* 
h 

und uachdem wir so zur KeDntniss von S»^ gelangt sind, geben die 
voiliergehenden Fonnebi der Reihe nach 

" TT - ¥• 
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- TT - T-* + 1-* - T--* + 6^*** 
^ « TT - + 2^** - Ä*** + Ä-'** 

U. 8. f. 

Um das ticMts in fiboMhen, nidi ndcfami uch diese Ansdräcke j>il- 
dea , sifid folgende Bemericongen iiMhig. bebtet nuA miMst «uf die 

Potenzeu von x und h , die ia den obigen Gleichungen der Reihe nach 
Torkommei^, so sdieint folgendes iSeseU obzuwaiteB 

worin ii, ii,, is gewisse wMk imbebttite. GoaMenUn ^ 

Für die Bestimmung dieser letzteren ist die Bemerkung von Gewicht, 
4mu mm z. JB* schreihen kann: 

2i»»>=-j-j— 2« +-f -T* * i5-a.M* • 

woraus berYonugehen sdieint, dass 

*'(m+l)Ä l^+eT*^^ i5 2.3.4 
" " ■ 1 mCm-l)(m>2)(m-3)(m-4) » ^ _ 

^^42 2.3.4.5.^ 
w9re. Die Zahlen i-, ^. — »md aber die ersten BemoulU'sdieB 
ZaUen 4md so Unai idt rän indidttoriseh ni daf Formd 
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worin mr AbkAniing den BuioniaUuM0iacBl«i MMdi gemadit 
worden nt Daso die oo gewonDcn« Gleiehnng' in der TInt «ngemem 

für jedes ganze puaitive m gilt, wird sicli später zeigen, wo wir die- 
seUio-al» Si^eziaüftiruog einer weit aUgemeinen Formd wieder finden 
werden. 

Ee giebt Iil>ri8ens noeli cinn iweitt Form, unter wekher eich 
Sx^ danteDen UmL Da man nimlieli jeden Änsdrack fon dar Form 



x(^x-h){x~2h) .... (x-H-lh) 
inftBgriren kann, so würde aicb auob die Integralion von bewerit- 
nIeQigen lasaen, sobald num eine^ Gleichung ^on d^ Fon^n , 

4) = Hix + il^x{x-h) + ir,x(aj-Ä)(x-2A) -h .... 

anfetellen kAnnta, ivorin Ei , B«, ^ ÜU cMslante Goefiaanten be- 
deuteten, benn man bitle naddiar • 

2af = Hg^x i/j^Xx-A)] -H H2llx{x~h)(x-2h)] ^ .... 

.... -f- Hm^x(x-h){x-2Ji) .... (x-m-lÄ)] 

nnd hier lassen aich in der That samnttliche auf der rechten Seite 
vorkommende Summen miiAdUiB fon Formel i) in §;1L entwidieln. — 
Um nun anacomittelnt ob eine Cäeidiung yon der Form 4)' mftgiicfa 

ist nnd welche Werlhe von Bi , 11^ i/^ dazu geliüfen würden, 

betrachten wir erst die einfachere Gleichong 

5) V » /|« + + J,*(«-I)(«-2) + .... 

+ Jmfii{ß*l)(%^) MM («-«-1)* 

Ihre MögUehkeit ist leicht einiusehen, dtan denkt man sieb die Mul- 
tifkiikationen auf der rechten Seite ausgeführt, so ward 

wo a, ß, ••...le gewisse .rein sumerisciie nnd bekannte Goeffinenten 
bedeuten. Setzt man die Coeflitienten Ton m, w^, glacb 
MI und den Ton of* gleidi^ 1> so findet Idenütlt statt und mr Be- 

stimmunij von J^, J^, .... Jm ergeben sich die Gloilchungen 
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J, — 7j + 2/, — ... « 0 
J% SjTg -f- ••..••« SS 0 

II. 8. f« 

bis fuietit die Gleichung ^ 1 eracfaeint Diess sind aber «i Gld- 
dningen ersten fivades swischen deo m üidielE«mten J^» J^, ... , 

und daher isl die Bestimmung der letzteren jederzeit möglich. Um 
aber auf einem kürzerea Wege zu derseJUbea zu gelangen, nehmen wir 
in &) der Reihe nach ji s= 1, 2, 3, ... 1^, ... m «nd erhalten so 

1"* ^1 

2~ = /j . 2 + Jj . 2 . 1 

3"» = /4.3 + Jj.3.2 + J3.3.2.I 



= + Ji*(*-1) + J,ilr(iir-l)(*-2) + ... + JJtik-l) ...2.1 



«I'» = y^m 4- Jjw(»i-1) + /ai»(m-l)(iii-2) + ... + /mmcw-i) ... 2.1 
üm ans diesen m Gleichungen irgend eine unserer Unbekannten etwa 
Jk zu bestimmen, mnUipliziren wir die erste Gleichung mit y* ^ 

die zweite mit \ ^ = k^, die dhtte mit kg, ... die mit ür* und 

1 . « 

nehmen darauf Alles mit wechsdnden Zeichen zusammen; es wird so 
l-'itj — + 3"«*, — ... + {-l)''-^k^kk 
= J,(*| — 2*, + 3*, — ... ± k.kk) 
— J,(1.2fr2 — 2.3*, + 8.4*4 — ± (k'iyk.h) 
+ /3a.2.3Ar, — 2.3.4*4 + - ± (*-2)(*-l)*.*)i) 



+ (-l)^«*(*^l) ... 2.1.**/*. 

Die aul der rechten Seite in Parenthesen eingeschlossenen Reiben ste- 
hen sinuntlich unter d« i gemeinschaftlichen P'orm 

1.2 ... «.*, — 2.3 ... <»+l)*H^ + 3.4 ... («+2)*»rt — „. 
und swar wSre dless der CoelBzient von /«. Bcrflckticfatigt man die 
Gleidiungen 

. *-« - - {k-s){k~s-\) . 

7 
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so iässl jener Coeflizieiit aucli in folgeode Gestalt bringen: 
Ml .a...t — 2.3. ..«•(*-«) H- a.4...5.(lf-«Xif-J-.l) - ...1 

1.2.3...J.W1 j- H '"J 

= 1.2.3 ... s.k,[\ — (k-$\ + (Är-s), — (*-«), --r ...] 
Die SumiM der mit wechselnden Zeichen zusammeogenommenen Bino- 
mIalkocffirieiiIeD ist aber bdkaniiUich = 0, »o lange der EipoaeDi (hier 
k — t) «elbflt fonNufl Tersdiieden {also t<i^) bleibt; für jedes s<i 
verschwiiidet daher der Goeffizient von und mithia bleibt in der vor- 
litD erbalteaen Gleichuag nur Jt übrig; uämlidi 

= (-l)»-*1.2...*.W* 
Ordnet man die Reihe hnks umgekehrt an und herucksichligt dabei, 
4iss kk^l, kk-^ = kl , kk^ — etc. so findet man jetzt 

wobei die eiageklaaimerte Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie foo 
selbst abbricht. Nachdem wir so das Bildungsgesetz der CoeifizieiUeo 
ig, ... Jm n der Gleidiaog 5) bestioimt baben, aeCien wt da- 

selbst s = -j- und erhalten jetzt durch Multiplikation mit 

af^ — J^h'^^x + Jth'^'^^xix-h) -h Jih^^x(x-h)(x-2h) + ... 

... + JJi^xim-4i)iighM) ... (oMtHiA)» 
Beiderseitige endliche Inlegralion giebt jetzt unter Bsnntiit^ der FoP 
mel 1) in §. 2. für » = 1, 2, 3, ... m, 

«1+1 

womit nnsere Aiiljsabe Tolistindig gelöst ist. So bat man a. B. 
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+ -j-a?(a?-A)(ir-2Ä)(a?^3A) + y -^x(a?.Ä)(a?-2»)(a?-3A)(»-4A). 

Es giebt eodiiGfa nodi eine dritte Metbode cur Summirung rationaler 
ganzer algebraischer Fbnktionen und diese ist praktisch, d.h. wenn es 
sich um numerische Werl he liMudelt, die bequemste, obgleich sie Iteine 
elegante Darsteliiing io allgemeinen Symbolen mlfeat Sei nAmlich 

8) Pix) = ^(iiiT« ^ Bxß ^ ... + Man 
so ist 

^/(a?) = Au« + Bx^ 4; ... + Ma^ 

and wenn man för x einen beliebigen speziellen Zablenwertb a snb- 
stitairt, so erf&hrt man hieraus den Betrag von Jf{a), Indem man 
niiü auch in den leicht zu entwickehideu loigenden Differenzen J^f{x), 
^^f(x), ... dieselbe Speziaiisining vornimmt, erhält man eben so leicht 
^f{a), J*f{a)f ... und diese Reibe setzt man soweit fort, bis die 
Differenzen Noll werden, was bei jeder ganzen rationalen algebraisdien 
Funktion emtritt, soliald der Exponent von J den Grad der Funktion 
übersteigt. Substituirt man die so gefundenen Werthe von ^f(fi), 
^Pfi) etc. in die bekannte Formel 

+ ^iT2Xa^^ 'Z^*) + 

so erhält mau auf der Steile die gesuchte Summe f{x) = 2(Aa:^ 
+ Bx^ + ••.) und der noch unbestimmte Werth von /(a) bildet darin 
einen Theil der wiQIMlcheii Gonstaate. Um s. B. S{x^M) zu ent- 
wickeln, setzt man 

fix) » Six^^) oder f(a) « 2(a'.5a) 

7* 



Digitized by Google 



IfO 

woraus lulgt 

Jf{d) = c* — 5a 
^Y(a) = aoA + — 5^ 

J*fia) = z/Y(o) =s ... = 0. 
Nach Formel 9) ist nun 

f{x) d. Ii. -2(a?» — 5a?) 

x-a -» K . . ix-a)(x-a-h) .^^ , , 



Da a uücli willkürlich genouinien werden darf, so köooen wir es Mich 
s= 0 seilen, woraus sich nun sehr ein&eh die Formel 

1 5 1 1 

2(x^-'ox) = C + 4- j-x(X'-h)(x'2h)Y 

ergiebt, bei welclier f{0) in die ohnebin zuaiselzende willküriiciie Coo- 

stante eingereclmet worden ist. 

Südliche Integration irelirocliciicr rtttlonaler 
algelirai^selicr Funlitioiien« 

Unter den Fundamontalformeln des §. 2. befindet sich aar eine 
einzige (No. 3.) , weiche die Summirung eines gebrochenen algebrai- 
scben Ausdruckes darsteilt; da wir aber andererseits nodi kein ande- 
re» MiUd zur Integration zusammengesetzter Funktionen besitzen, ab 
das ihrer Reduktion auf einfachere Funktionen, deren Summen be> 
kannt sind, so folgt aus jener Bemerkung, dass wir bis jetzt nur sol- 
cbe gebrochene rationale algebraisclie Funktionen werden integriren 
können, dia als Summen Ton Ausdrücken wie 

A B C 

x{x-\-h) ' flr(a?+A)(»+2A) ' M»+A)(«+2A)(a?+8Ä) 

angesehen werden dürfen. Die allgemeine Form solcher Punktionen 
ist leicht zu linden; denn bringt man sämmtlichc Glieder der Reihe 
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auf Reichen Neiiucr, so ist der Zähler 

i(a;+2/i)(a;+3Ä) .... (x-j-m^ih) 
2) + B(»-|-8Ä)(a5+4A) .... (x-^m^h) 



-f (7(a;+4A>Ca?4-öÄ) .... (x+m-lA) 
4- M 

uud wenn man die angeUeutelen MuiU^iikatioiieii auälülirl, so giebt 
das erste Produkt aile Potenzen des x von der O^«» bis zur (ffi-2)t«o, 
dss zweite alle von der Ot^n bis zur (tii*3)teii etc. Ordnet man nach- 
her Alles nach Potenzen von w, so nimmt der Zifaler die Form a + hx 

H- €3?' 4- .... + kaf~^ an und das in iN'o. 1) aufgestellle Aggregat geht 
iu einen Ausdruck von der Form 

3) g + + ca?^ + + kaf^^ 

x(x+h){x+2h) .... (x-^m-Th) 

über. Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass jeder Ausdruck 
▼on der vorstehenden Form — a, b, c, .... k mögen sem was sie 
wollen — nach dem Schema 1) zerlegt werden kann. Denn denkt 

man sich beiücrsüiU mit dem Nenner uiultipli/irl, üo ist . 

« + 6» + ca?* + .... + /fiB*-» 
= Aix-^Uyix-^-ZK) .... ix-k^wPlk) 
+ Ä(a;+3Ä)(a;-f4A) .... {x+üh^K) 



+ X(x-|-iii-U) 
+ ^ 

«ad wenn man heideneits die Coeiisienten gleicher Potetuben von x, 
also die GoefBzIenten von a^, x^, ... a^*"* vevfieicbt, so erhält man 
«1-2 Gleichungen ei'sten Grades zwischen den ?n-2 Unbekannten At B, 
C» ~. if» woraus die Bealinunung dssselben jederzeit möglich ist. 
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Naciideui uiau diese erlajigt bat, führt die beiderseitige Integration der 
Gieicbung: 

g 4- 6j; 4- ca?^ + "f ^^'"^^ 
x{je+k)iJr+2k) .... (or-J-S^iA) 

_ ^ I ^ I £ . 

_ + ^ 

j (j'+/t/(.r+2/0 .... (.r+m-1/0 

unter Aawenduog von No. 3.) ia §. 2. sogleich zu der Summenfoniiel 

a -f- /^r ^- rr^ -f- .... -f Lr'"-'^ 



4) 



a7(.r4-/0(J'+2/») .... (x-f-«i-lA) 

i-A ^ _ J? 1 

A 2/i x^ur+A) 3/4 -t(.i'4-A)(.i -f-2A) 

1 V 



(m.l)Ä. x(x4^)x+afc) .... (x+M-dA) 
Um dieses Verfahren durch ein Beispiel m erUntem sei; 



"T" 



.i(.r-f-/i)(.r4-2/4) ~ .r(.r-f-^) J'(j--|-Ä)(a'-f-2A) 
3 + d.i- = >l(.r+2A) + B 
SB 2AA -I- J} + iia* 
und aus 2Äh + S =^ Z und ii ö ergiebl sich B — Z — lOA. 
mitliln ist . ' 

^ 3 + 5.r _ ^ 5 ^ ^ 3 - lOÄ 



J JLi. 1 3 — lOA 

"~ A jp. 2A x(.i:+A) • 

Wenn in der gebrochenen rationalen algebraischen Funktion, die m 

betrachtet haben, der ZShier den (m-2)t«n Grad öbersteigt, so ist das 

bisherige Verfalirei) zwar Iheilweis noch anwendbar, fuhrt aber auf eine 
uQft noch uohekannte lulegration. Üetraclilen wir zunächst den Fall, 
wo der Zähler ausser den Potenaen x*; jt^, .... auch noch die 
Potenz ,t^^' enthält, so ist leicht zu sehen, dass man in difeson Falle 

setzen darf: 

o + bt' + cx^ + .... 4- A f »«-^ -f Lg«»-' 
A*(r+A)(jr4-2A) .... (JT^-oi-lA) 
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x(x+/»)(j:+2ä) .... (jr+m-lfc) 
Ueiiii bringt man beide Seiten auf gleichen Nt mier und ordnet hierauf 
Alles nach Potenzen ^von jt, so erhält man m (vleichungen ersten Gra- 
des zur Beslimmung der m Unbekannten A, B, C, .... iV. . Beidersei- 
tige endliche Inlegratloii giebt jetzt- 

. o + + cjp' + Ifjr«^* + iJ^*""* 

f A)(x-f-2/0 .... (x-fitt-lA) 



1 AT 



imA)h jr(j:+A)(jr-|-2/i) .... (x+m-2Ä) 

wo nun auf der rechten Seile XM bis dmS bekaimt ist. Hat man 

eiiiiiich die Funktion 

o hjc -\- cJC' + .... -f. jjx" 



x(jr-i-Ä)CJr-i-2A) .... (4P+»i-lÄ> 
10 integriren, wo i» >^ ni ist, so dividirt man zunächst mit (s^h) 

(j:4-2yt) .... (x-f>j7»-l/0 so lauge in a + ftjr-f-fj:* -J- .... -\- por" bis 
die Dimension des Restes kleiner als die des Divisors wird; man er- 
hält dann ein Resultat tou der Form: 

a -j- bx cjt' -|- .... -f- 

(jr-fit)(jr4-2/i) .... rx-J-jwTÜJi 

= a' +'6'x + c'4P» + .... + ^'j;»-Hm-n 

, a"" + + c"x^ 4- .... + 
T 



m — : 



ix+h)ix-\-Zh) .... + (JC+w-U) 

1 • » 

und nadi beiderseitiger Divibioii mit x 

o -r ft-^ + c-g^ 4" "H P*?!! 
^+k)i»+2hy .... (idr+«?M 



o' 

^.4. if' 4. c'j; + .... + yj:«»-* 



' srCx+bXjp+a*) .... <jr+SJ^i*) 
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und wenn man beiderseils integrirt, so sind rechts alle IntegrationeQ 
bis auf die erste ausfilbrbar. Um dieses Verfahreo durch ein Beispiel 
SU ülastriren, sei 

jp(x-|-/»)(jr-|-2/*) 

die zu integrirende Funklion. Man findet zunächst 

l + + 1 

ix+h)(x+2h) ~ + 3JrA + a^* 

und durch Difision mit x 

1 +** 

, - i5.'i- -H - + X» + * + + y 

jp ' ' x(j:-f-/i)(x-f-2Ä) 

t» — 15A« — 7*1 ~ 3Ajr 4. 4, — — — 4- 



und hieraas ergieht sich nun soc^eich 

3U* 1 1 — 32A^ X 
h X 2h xix+h) 

und wenn man Alles auf gleichen Nenner bringt 

1 4- f S 1 
jc(x4.A)(j;+2ä) .X 
^ 1 3 + 90A^ + 186fc*x— 5afcV— 4afcV+ löte?*— 2ap* 

Man sieht aus diesen Erörterungen, dass sich jede Funktion von derFormd) 
integriren hissen würde, sobald 2-^ bekannt wSie. Ist der Nenner 

« 

der gebrochenen algebraisdiea Fmiktieii akht Y6ik der Form xi»^') 
(a;+2/i) so kann man mit Am bisherigen Mitlein die Smmnirung 

nicht ausführen. Noch weniger glückt dieselbe bei irrationalen alge- 
braischen Funktionen» da unter imseren Fundameatalformeln keine ein- 
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sigt- Torkommty welcbe die lutegratiou einer üratioiiaien algebraische 
Funktkni aeigte. Wie man sifih in allen diesen FSlIen 2u helfen hat, 
werden w spiter »eigen, wovon den ganz allgemeinen Miltehi der 

lütegr^tioD die Rede sein wird. 

f. c 

Smnnlviui^ wn ^o^i 0* cot ff widl i^iit^x. 

Nachdem wir uns mit den endliohen Integralen algebraischer 
Fankdonen hesohiftigt haben, betrachten wir die Integrale der Trans- 
seendenten, bei denen es ebenfolls eine Reibe von FSllien giebt, in 
welchen die bisherigen Mittel zur Summirung ausreichen. Wir werden 
diese Fälle, von denen schon die Ueberschrift einige namliaft macht» 
der Reibe nach durcfageheq^ 

I. Nimmt man von dem Ausdmcke dD«*a* die DilEwattSt ^ vi 

und wenn m als positive ganze Zahl vorausgesetzt wird, so kann man 
den (07+^)"* in endUcfae Reihe verwandebi, ans wacher man 
ohne Schwierigkeit findet: 

Ji^a') = (a*-l)x"»a* -f- «ijÄa'^x'"-*«' 

+ «ijÄ^a^x"*-'«* + w»iÄ^a'*a^V -j- .... 
Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

und wenn ^(o^V) auf eine Seite allein gebracht wird, 

j|^[»W|Ä^O«^*«') + «iiÄ*<2Ca;'»-*a*) + ....]. 

Diese Gleichung dient als Reduktionsforme! in so fem sie die Summi* 

runj? von x'^^V, «"^V etc. zurückführt. Es ist aber ^{x^a^) be- 
kannt nämlich 
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Ulli nun erliilt man der lleüie nach aus der obigea Formel für » » I» 

u. s. f. 

oder weoii man |ede Gleichung in ihre Kachfolgeriii auhsUluirt 

u. s. w. 

Es folgt hienius von selbst, dass man mittebt diever f^orrndn jeder- 
zdt das endliche Intejn^ ^(p{x)a'] finden kann, sobald (p{x) eine 
gaüzti raüuuaie aigebrai&clie Funktion von x bezeichnet. So hat man 
I, B. . — 

11. Mit einiger Modifikation ist das so eben aur Entwickelung 
von S{af*a^) aogeivandte Vctrfabren auch, nur Bestimmong von ^a^^eota?) 
und SCßf^nnx) brauchbar. Man bat nimliph 

7=2sin~h.x"'cosx -f //»|/ix'»~*5m(x-i— ~-/t) 4- mjÄ*ap"*-Vn(a;+-^/Aj -j- .... 
und folglich wenn man nach Division mit ^sin-j-h integrirt und 
S(3^e08X) auf die linke Seite allein bringt 

Geht man Shnlich .von der Differem Jlx'^eosix-^h)] aus, so findet 
sich ebenso leicht 
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Diese Fonnelii Ülfarai immer lur Keimlim» yoe ^(a^cMJr) nnd 
J^U^itHAT), solMdd die lotegrale 

S(af^-*cosx) , J(a!»-*M««) , .... ^(x^cosx) 

v(jpnr-J„>|a;) ^ ^(««-»si'no?) . .... Sixhinx) 
schon bekannot sind. SeUt man nimlicb in ISo. 3) und No. 4) t» = 1, 
80 wird lunäi^t: 

Nun ißt aber wegen ifn(aHt-r*) = sinxcos-^h + coixsiu^h und 

3cos(a--f-i-/i) = cos-^h^cosx — «n-J-ÄJS«!*»» 
und da 2 cosx und :^si>ia? bekannt sind [§. 2. No. 5) und 6)], so ge- 
ben jeUt die Formeln 5) die Weribe von 2(xeo9a) und S(wtHig(), 
nimlidi 

Nimmt man femer in den Formeln S) und 4) m 2 , so wird 

flj'co«(a?-i-*) .... 
^i^-sinx) = 27S¥r' 

Man bat nun durcb Zerlegung 
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las 

cos(x '\-'^h) ] = cos j^h2(xcosx) — 8in-^k^(x sinj) 
und da uach 6) ^ijcosx) und 2(xsin r) bekannt sind, so iindcl man 
mnächst 2[a;«m« stM(H~T^)J ^ 2ia:co$ix+'^)]\ subsütairt niaii 
dieis md die bemts bekannten Werthe Ten ^Mfi(«+-|^) und 
2?co*(iC+-r'*) so findet man 2(x^cosx) und 5(a?*«'nx). Wie man anf 
diese Weise weiter gehen kann erhellt nach diesen Bemerkungen leicht. 

' Eft gidi>t übrigens noch ein zweites Verfahren um ISQ/^coss) 
und <J(gE^stfiar) zu finden und 'wdcfaes auf den bekannten Formeln 

cosx — -^(«**+e^) 

st*n« es — 

beruhtt worin e die Grundzalil der naturlicheo iiogarilhmen und i = V-1 
ist. Man berechne nbnlich erst S({Ki^a^ nach dem in L gegebenen 

Vorsduriften und setze nun einnud a » und darauf a = (r\ man 
findet so 

Siu^ief] =r ^(«*««) und Sla^^tr^yl = -2(a^e-^). 
Davon ist die halbe Summe: 

= l(x^cosx) 
und die halbe DilTereuz dividurt durch i 

Zu einer blos schematischen Darstellung ist diese Methode hinreichend« 
In ftasBi aber wird sie etwas weitläufig. 



Ebenso leicht als sich die Integrale ^cqbx und Ssinx finden 
lassen, kann' man aacfa die etwas allgemekiereB Seosps und Snnpx 

bestimmen» worin p eine beliebige consiante Zahl bedeutet. Man 
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braucht nur m bemerken, dam, sobald jw IHr s geaetst 'vM, auifc 
ph an die Stelle von h uitt und dass folglich 

2) Ssmy^ = - ''2!£fr^^^ 
sein muss, was man auch umgekehrt Ideht ferifiairen kann. Wflre 
nun eine Fuukltoii (p{x) zu inlcgriren, von der man wüsste, dass sie 
sich in eine Reihe vou der Vorm 

A€OSttx 4- Bwßx + Cmyiß + .... Jfcos^ 
verwandeln liesse, so wurde die postidüle Integration ungemein ioMht 
auszuführen sein, denn man hätte: 

2^(ßi) = Ä2c4isa£ -j- ß^cosßx -f- .... -j- cos fix 
und hier kann nun atto auf der rechten Seite vorkommenden Integra- 
tionen nach der Fonnel I) bewerkstelligen. Dasselbe Verfahren '«rilrde 
anwendbar sein, wenn es sich um die Int^ration einer Funktion 
handelte, welche in eine Reihe von der Form 

Asinax + Bsinßx + Csinyx -f- •«.. -f- MatHfix 
umgesetzt werden ktonte. In der That giebt es einige Funktionen der 
Art und diese wollen wir nSher betrachten. 

i. Bezeichnen wir wieder V-1 mit t und setzen 
S) eo$x = isinx ^ u 

eo$x — t'iin« = V 
so ist 2eof0 s « -f*« und mitbin (Seoss)* » («^-v)* d. i. 

und da man ebensowohl 2cosx = v -j- u setzen konnte, auch: 

Addirt man beide Gleichungen, so kann, man dem Aggregate leicht 
die Form geben: 

+ IW3l(w)^l4«-*-f 

Non ist aber u» » coi% — ihin^ a 1, und ferner 
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d. L dem M«ifre*flclieii ThMreme mfol^ 

M« -f- t>« Ä (cosqx'\'innqx) + (cos qx — iiinqx) = 2€ös qx. 
Unter diesen ßemerkuDgeu folgt aus der obigen Gleichung f ür ^ = m» 
m — 2» «1—4 elc* 

oder nach Dhruioa mit 2P'**S 

wobei die Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie wegen der Buiomial- 
koelfiiienten tod selbst abbricht. Nimint man bcidereeite dag «ndUcbe 
Integral nnd wendet redits die Formel i) IQr q m — %, m — 4 

etc. an, so er^iebt sich augenblicklich 

_ _ 1 r iinm{x--rrh) . sinim-2)(x--^h) 



5tii(iw>4)(a?-^A) 1 



2fi»-i-(aM>A 

Hierbei ist noch eine Bemerkung zu machen. Für ein gerades m näm' 
lieh kommt in der Reihe 4; auch, das Glied m^^ cos{m-m)x vor, wel- 
ches constant wird, ihm enlspriefat in der ReQie 6) das Glied 



sin(m-m) (x - -^h) 



T* 2 sin -2" (J»-m)k 
Da aber JTm i ^€0$(m^)xl = m^ ^^ aar ist, ao musa aa die 

Stelle des onbestinamt viddeiilig werdenden Gliedea der Auadrudt 

CO 

«j ^-^ gesetzt werden. Für m = 3 und m = 4 erhält man z. B. 
v^...a« 1 r«tn3(a;--i-Ä «m(a;-i-Ä) . ^ 8in(-l)(x-- ^k) 

^ 2«ii(-iA) -l 

oder kürzer 

o L stfi<f4 sm-|-« 

Jxai'j ^ r»'»4fa-H) I t »<n2(a;-4A) «nOfa-^*) 
■^*«'- 16 L 2nnf* ^* 2nn-|-A 2«iiOA 
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II. Aus den beiden Gleichungen 3) folgt ferner 2isiHX = u — t; 
mithin {^isinx)^ — (« — 

d) (2tsmfl;)** = »i,u" — + m^i^V — .... 

Ist nnn erstens m eine gerade Zahl , so hat man (u-v)*" + (v-u)^ mit** 

hin auch 

(2i8inx)'^ = wi^tJ"* — »i|t;'"~*M -f »io?'"*~^* — .... 
Durch Addition dieser Gleichnog zur voriiergehenden wird jetzt 

d. i. weil I =s (-!)»■, 

7) = — gijj — yosmx - iii|C0s(t»~2)a} + mfCos(m-^)x - ....J. 

LsL dagegen m ungerade, so ist (u-ü)* = — (tj-u)*" mithin 

— (2t«»x)"* = »lo*'"* ~" Mi»'"~'m 4- in^v^'^u^ — .... 
und wenn man diese Gleichung ron der in 6) verzeichneten abzieht, so 
kommt ' 

2(2f«»a?)"' = (»i«-«?"*) — m,Mtj(ti»-«-i7»-«) 

4- ?»j(uu/(tt'"-*-t;'"-*) .... 

Dabei i$t it» b 1 und 

mithin, wenn diess für q=:m, ifi-4 etc. benutzt wird, 
2(2tsma;)"* = 2iisinmx — m^2isin{^-%)x 4- fn22ism(w-4jic — .... 
und durch Division mit 2!^H, 

8) stn^« ■= ^ — |^5ttifftff--ffiiitfi(m--2)d(4-m2St*ti(ffi-4)«-..*.|« 

Um nun ^sinP^x zu finden benutzt man die Formel 7) oder 8) jenach«; 
dem m gerade oder ungerade ist. Man hat im ersten Falle 
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**» 2sm^(m^> ""J 
und im »weiten unter Benutzung von Formet 2) • 



c()s(m-4)(a;-- ^-A) "1 



wobei im ersten FeUe die vorhin Aber das unbestimmt sclieinende 
Glied gemachte Bemerkung zu wiederholen ist. Filr m » 2 giebt i. B« 

die Formel 9) 



h 4 st'nA 

und für »i = 3 die Formel 10) 

1 rcos3(aj-4-A> a co <(a;- |^) ^ co5(-l)(g-iA) 

^,m^^ = 8-L~alSi* *~2lSi*' + ^ 2«ii(-^Ä) 



2f^ii(--H) 



] 



1 r cos^(x —l-h) ^ co$(X'-^h) 'I 

Da man eos*9 und sinFx für sich in Reihen Terwandehi kann, welche 
nach den Cosmns oder Sinus von l^elfechen des Bogeos m fortschrei- 

ten, so muss sich auch das Pi udukL cos'^x sin^x in eine solche Reihe 
umsetzen lassen. Denkt man sich nämlich die Multiplikation der bei- 
den Reihen ansgefahrt, so entstehen für ein gerades ti lauter Partial- 
prodidtte von je zwd Cosinus und f&r em ungerades » von je einem 
Cüsiiius aus der ersten und je einem Sinus aus der zweiten Rdhe. 
Derartige Produkte lassen sich aber immer in eine Suinine oder Diffe- 
renz von zwei Cosinus oder zwei Sinus zerlegen, so dass jederzeit ein 
Resultat Ton euier der Formen: 
11) eos^ 9inFx » Aeastix + Bmßx -f- •••• + Mtonfno 
CO«"» sin*x = Asinax + Bsinßx + .... + Msintix 
worin ß, y, positive ganze Zahlen sind, zum Vorsdiein kom- 
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men minB, Hnt mA ttiduB aucb 2{€9^titiFx) j^dcndt entwicMn. 

coshain^x = -|- (cos 3a; + . — co« 2aj-fl) 

oder «di <M30eo52fiB = -^cobx + -^cottoj 

eoshfiinht ^ — eos6x — coi^x + 2cosj:) 
und durch lotegration 

Dagegen ist 

mhßtinhB (co«2« + 1) . -|-(>-sfn3aT + Ssinx) 

= ( — ^^^^ ^-^ Cüs2x -{- 3 sm 07 CO« 2a? — sin ix 4- Sf/no;) 
und wegen »n 'dx eo$2iß = -^sinbx + -|-«ifi0, 
Sinai eM2bv ^ ^«fi39 — ' -^-fifka;« 

und 

Mui kann ftbrigens noeh ein p«ar Sduritte weftor gefatD. SeUt man 
nSndidi in den bekannten WMien von 

^{xPcosx) und ^(x^sinx) 
XX für X also x{x-^h) für a?-i-Ä, so triu nh an die Stelle Ton h, und 
wenn man diese Sobslitutionen ausführt, so eiMIt man demnach die 
Werthe der Integrale 

und durch Divibiuii uui auch die ?on 
S{xP€Oiux) und S{xHinnx), 

Daraus folgt, dass man anidi jeden Ausdmck Ton der Form a^i^n'M^ 
inl^griren kann, demi man hat nach .11} 

^{xiPcos^x sivf^x) 

oder im Fall n nngende ist 
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wo sicil nun die IntegratioDco rechts. ausfiUiren ^fauMen. S» ,wt i. B. 
cos^x sinae » -^-tinm + -|'**'M^t auUnn 

£s ist aber 

und wenn man 99, 9h tSet 9 und h aulwCilirirt imd naddier mk 3 

dividirt 

Die Sttbatitulion von JS(ciiii«) und 2(2 3«) fObrt nun aogleieb mr 
KenntaiM von JS^^eat^ i^jp)« 

Bezeidint'i emiiich qp(x) eine gaiue rationale algebraisclie Funk- 
tion von so kann man audi nodt die endlkbe Integration 

bewerkstelligen, denn Ternftge der Bedeutung fon muss diea« 

Funkliou von der Form 

uaif -\- bx^ H- cx' + .... + ga^ 
a«tt, wo f, f, .... I ganse poeitife ZaUan bedeuten» Man bat daiier 

l(9(»}aef "*« «M] 
ts: aS{a^€9iFm 9He») kS(^eotF» thiF») + .... + g^ia^tMFx titif^m) 
und hier sind die auf der reciilen Seite posiulirlen Summirungen nach 
den vorbin gegebenen Andeutungen ausführbar, wenn auch die wirk- 
liche Aufstellung der vftUig entwickelten Ausdrücke oft noch aomlicii 
weitläufige Rechnuogoa erfordert, die jedoch keinerlei Schwierigkeiten 
darbieten. 

Hiermit haben wir dai» £ude der Reihe von Funktionen erreicht, 
wririie sich in vAlkg geacblossener Form inlegriren lassen; swnr wird 
jman bei ganz spetleilen Funktionen hie und da dureh oinen iMSoade» 

ren RunstgrifT, den die Individualilftt der Funktion an die Hand giebt, 
noclk die eine oder andere Integration ernidgüctien , allgeroeine Regeln 
aber fär andere als die bisherigen Funktionen giebt es nicht mobr, 
wenn man die endlichen fntegnde in abgeschlossenen Ausdrücken dar- 
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gcstdlt wissen will. Vsnichtet min jedoch auf ^esa Min^nng, te 

lässt sich eine nicht geringe Anzahl von HAlfemitteln zur endlidien 
Integration auffinden, weiche eine beliebig grosse Annäherung an das 
gesttcfate Integral gestatten. Bevor wir aber diese Untersncbungen er^ 
ftifoen/ wollen wir erst die vielfiielien Summen betrachten. 

Mm vielfAcheii eBdilehei» I»te|^»ic» 

Der üebergaiig von einer Funktion q){x) zu ilirem cDdlichen In- 
tegrale ist, rein analytisch hetraduet, nichts Anderes als eine Operation, 
mittelst deren man von einer giegebenen Funktion an einer sweiten Funk* 
tion fortschreitet* Man kann daher audi diese sweile Flinktion all 
«ine mprAnglidi gegebene ansehen und auf sie wieder dieselbe Ope- 
ration anwenden, wodurch man auf eine dritte Funktion kommt, von 
dieser geht man auf dieselbe Weise zu einer vierten weiter und Itann 
ibwhaupt dän durch das JS angedeutete Operation heiiehig viefanal nach 
eioander ansAhren* Man erhilt lo aui f(m) der Mhe nach die 
Funktionen 

^^«), 2[2(pi$:)h 2i:Si:Sq>m, etc. . . 
welche nm kflner durch 

benekfanet bl nun a. B» Jf(ß) = q)ix), so hat man umgekehrt 

2'<^(«) = fix) , wozu man aber noch eine willkürliche CuuBlaute C 
hinzusotsen darf, so dass allgemeiner 

^(•) « Aas) + C 
iiL IVuHnt nun beideiaells wieder das endKchn Integral, lo wird 

oder wenn S/(x) kurz mit fi(x) bezeiciinet wu-d, 
WO €' ebe neue wiOklirliche Conitanto bedenteL flieratts folgl weiter 

8» 
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oder für Sftim) as /«(as)» 

Man ubersieht leicht den Furigaug dieser Schlüsse und zugleich das 
üeseU, nach welchem sich die Ausdrücke rechts bilden; man bat 
namlicb 

1) = + i,«^* + + + i4^« + 
worin /ij , A2 , ... ^n— 1 willküilidie (^uasUüten bedeuten. Hätte man 
dagegen bei den successiven endlichen Integrationen keine Rücksicht 
auf die wiUkäriicben Constantum genommen, welche man bei jeder 
Integration bininfikgen darf, so wfirde man der Reihe nadi blos 

S<ff(x) ^ fix) 

4. t. tlierfaaiipt 3(*>9»(ff) /(»-oC^) eriialten haben. Tei^dit man 
4lie88 mit No. t)f so ergiebt sich folgende Regel: „Wenn ein vid^ 

faches Integral S'^^q)(x} ohne Rücksicht aut willkürliche Gonstanten ent- 
wickelt worden ist, so geschieht die GompietHrong desselben dadurch, 
^ass man noch die algebraische Funktion 

4»inzusetzt, in welcher , ij, .... A„ wilikürlidie Constanten bedeu- 
ten.** Gewötmüdi schreibt man übrigens diesen Ausdrurk in um|^ 
kehrter Ordnung und giebt ibnr dann die etwas elegantere Form 

2) + Ctx + Cifli* + + Cm-^m^K 

Wir wollen nun gleich die wichtigsten vielfochen Int^grtde betrachten, 
denn dte Zähl derer, die sich ohne grosse WeitUuligkeiten entwickehi 
lassen, ist sehr gering. 

Für ^x) = 0^ hat man folgende Reihe von Gleichimgen 

• «"-»1 
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woraus man sogleicb da» allgemeine Ueseu t^isiehi. Es ist nänaticb 

Da Irier keine ROciksidit auf die wiUkOriichen ConsUnten genommen 
worden ist, so gehört sor VenroUstindigang des vtelfachen Integnile& 
nedi der in 2) verzeichnete Ausdruck; also hat man 

Fir ^ adiff findet mui leicht der Reihe nneh 

Ssinx"^ — ^2cosec-^h')co»(x-'^) 
3^W»« = — (2coicc-|4) Seosix-^h) = — (2co«ec-|-Ä)-sm(x-f A) 
:5t^ii» « — {acof«c-^A)*J«it(»'-TÄ) = -f (2co«eclA)»cos(a;-|-A) 



und hier übersieht man ohne Mühe das Gesetz, nach weWiem diese 
Ausdrücke fortgehen; es ist nämlich - 

4) ^^hinx = {2cotec-^hysinl x-n -— ^ — 1 

wobei ebenfalls der Ausdruck 2) zur Vervollsltodigung Iiinioiusetcen iit; 
FOr fix) eo$x steht die Rcclinung gäin ähnlich so: 

S^^cosx = + (2€W«c^) Srinim'-^) ^ — (2<»f«c-J4)«eM(a?-fA) 

2f^sicosx= — (2cosec^h)^:^cosix~^h) = — (2<!OTW-J^)*«'«(^-|-A) 

und mierhaupt folgt hieraus ohne Rftckücht anf wUlkOrüche Gonstantea 

Die drei • Speaiaiiainingen ¥on (fix), welche wir so eben betraditet 
haben, sind die einzigen, in welchen sich :J">y(ii?) völlig independeni 
angeben lässt. Man sieht «war leicht ein, daas es möglich. sein wird, 
auch für andere Wcrthe von if{x), z. B. = aj». ^mm etc. jenes 
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mUache Integral zu entwickeln, indem- min 8U0Ge8sir 3^(«), J^^^jt), 

S^^(p(x) etc berechnet , aber • der Calcül selbst liefert so compIizirU 
Ausdrücke, dass man des altgemeifie Büduugsgesetz derselben nicht 
absehen kann. 

Befindet sich eine gegebene Funktion tp(s} nicht unter der ZaLl 
derer, von welchea wir die Summen bi» jetzt kennen gslemt haben, m 
iBt ea nicht ttfifli«!!, ihr endliches lotegnl in vOUig entmcfcite and 
geschlossener Form anzugeben, und man muss ki diesem Falle wenig- 
stens einen Ausdruck daför aufzusteUen suclien, welcher eine bis auf 
jeden beliebigen Grad der Genauigkeit gebende Annäherung an dasselbe 
erlaubt. Als nichatc» Mitld m dieson Zwedie Uetet sich die Ycr- 
irandlong der gesuchten Summe in eine unendliche converprende Reihe 
dar, was sich auf verschiedene Weise auslühren Usst, je nachdem mao 
der Reihe die eine oder andere Form aulerlegt. 

1. Der einfachste Fall ist der, in welchem 9>(ar) den Bediogwi- * 
gen genAgt, welche zur Anwendung des Maß lotinVschen Satzes e^ 
forderlicii sind *) , so das» man 9>(x) ni eine nach aufsteigenden IV 
tenzfm tou x fortgehende Reihe verwandeln kann. Findet nun inner- 
halb zweier bestuumteu Gräuzen x=s || und x = ^ die Gleichung 

1) ^s) =: a + + cäT» + ^ + «n inf. 
statt, so erhilt man durch beiderseitige IntcgratiMi sogleicii 

+ + -xAj + .... 

und diese gilt dann wieder zwischen den GrSnzen und jr=: 

lian kann aber auch der Reibe erst eine andere Form geben, ebe 



*) lieber dies« iedtognnfea la. des Verf. Handlnicli der DiltercaiiilrMk- 

nuDg Cap. VllL 
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man jedes «oixeliie GKed denelbea lAlegrirL Wendel man nSmlich 
die Gleichung 

JT* SB ül*-»-'* -f IjÄ^-^jrCjf-Ä) -f- /,Ä'»-'jr(J^-Ä)0r-2A) + .... 

.... + .U^*Mjr-A)(jr-24) .... (jr-mlU) 
auf die eimdnen Glieder derselben an , so findet man 

• « + 6jr + CJT* + iij:' -f .... 

4- d[/,A»jr + JiMJf-Ä) + i,x(x-*)(x-2A)J + .... 
d. i. wenn ma» erdnnl 

a itfr MT* + ddp* + «IT« 

= a -f + J|Ä -I- dJjÄ* + ....)jp' 
•f ( J, + dJ^ + e},A»* -f- ....)JP(*-A) 

+ 

Hat man auf diese Weise ani der ursprfinglicfaen Fonn in die 
folgende 

g>{x) = a' 4- 6'jr -f c'jr(jp-A) 
gebracht, so giebt die beiderseitige endlidm Integrslibn 

• ^ c'«CjF-*)(r-2Ä) + .... 



■ 6h 

Die GoefBiienten e^ A'» sind hier (mit Ausnahme des ersten, 

der » a ist) selbst un^idliGbe Btoih^, lassen sich aber smnmiren, 
sobald die numerisdien Wertbe von h and ft» e, .... gegeben sind« 

ff. Wenn eine FunkLiou sich nicht in eine nach aufsteigenden 
Potenzen ihrer Variabelen fortschreitende Keihe entwidieia iäfist, wie 

wie z. B. ^1^+"^ j» glückt es doch häufig, sie in eine nadi ab- 
steigenden Potenten dieser VerSnderfiehen fortgebende Eeifae m ver- 
wandeln, so dass inan in dieBem Falle ' 
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4) = « + ^ + ^ + ^ + 

setsea darf, w^igstens innerhalb gewisser für x gellender Grinzen. 
Eine solche Reihe lässt sich aber stets in eine andere von der Form 

^(x) = a' + ^ + ^^^^ + a;i«+AMj;+2A) 
verwandeln, wovon man jedes einielne I3ied auf der rechten Seite, 
mit Ausnahme des ersten, leidit integrtren kann. Es gidit nindicfa 

für jedes 6 ^ a folgende Formel *) 

= + 1 . 1 + .i. . 1 . ti> — r -TT . I t ■ o./i. t Q> ' •••• 



und ans dieser folgt, wemi nach beidersdiiger Division mit 1^ die Sub- 
stitutionen a = ii> 6=ss-t*« voi^ommen werden 

1^1, n , n^n-hl) 



* »+n (r;f?i)(s + n + l) («+n)(s + l)(2+n-f- 2) ^ 
Hier dividiren wir beiderseits mit ;e(i84-l)(«+2) •••• U'H'-i)« was 
wir kurs mit s^«) bezeichnen. wollen; .es ,wird dann . . 

«•«l») *(«+!) *(n+j) «(•+!) 

Ahr s = 1 hat man sehr einfach 

« *(!> «(I) %) , . 

und durch Division mit %, 

«• »-«(i) »-«(t) »-«ts) "** 

und hier kann man auf der rechten Sate die Formel 5) auf jedes 

einzelne Glied anwenden, wodurch man Folgendes erhält: 
«• «Ö) ^ »CS) 

^ tjic«) *(•) 7 

I 

- ^ ^ 



•) M. 8. d. Verf. Haodbncii 4er INfbrasnefaredumi^ S.90t leizte FommU 
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oder wenn man Alles vereiiiigt, was sich Tereuigen IM, 

«• «(4) «(5) *(«) ' 

Dividirt man beiderseits wi( d( r mit so kann man die Foimel d) 
von Nouem ßoi jedM .einiolno GM roehta aaw«n4ea mfk iodal ao 

«* «(4) «(5) <(«) ^ «7) ^ 

Man übersieht leicht, wie sicli dieses Verfahren fortsetzen lässt; hat 
man überhaupt ' . . • ' 

M M IRR tu 

6) — = -1 ^ 1 ^1 i 4, 

** ' *(») %»+t) «(P+t) "** 

80 dividire man beiderseita mit x und zerlege reehts jedes G^ed mit 
Hülfe der Formel 5); man findet dann sogleich 



*t»fa) 



4* 



m ( 7 



■ + . • . 

odei' durch Vereiiui^un^ der Gheder mit denselben Fakultäten 

m+l . m-^-l m+1 » 



*^ *(«+J) «Cm+a) 

hierbei ist 

. m-f! m ' 

Kq ~ Kq 

m+l m tn 

. ji^ ni Jl^ ^■ Ji^ 

^ in(«H-l)Ä; + («t+DiTi + jr. 



•••• 



Man kann dafür auch schreiben 

tH^-I TO 

^0 = ^ 

fH+l m+1 m 
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fli+t 



m ^1 1 m 



=. («+2)X, + i:, 
«tc 

fibttteapt wenn jr cto ganie posiltf« ZaM MmiM 

Da für flt s 2 die CoelBsienteii schoa Mannt Bind, Bimikdi 

K^ s3 1 ^ SS 1 f üCji ~ 1*2^ ^ 1 • 2 • 3 f 

lind aiuserdem 1^ a 1^ = 1 ist, so giebt dk Fannel 7) äacli 

ander die CoefUzieiiten 

daraus leitet man dann für m 3 und mittebt der Bemerkung, das» 

jK^= s= 1 ist, die Coellizieatea 

4 4 4 4 

■^1 » -^1 f > ^4 » •••• 

auf dieselbe Weise ab u* s. w. Diese giebt folgende Tabelle 



m =- 






4 


5 


6 


7 


Jti = 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


Kt = 


1 


3 


0 


10 


15 


21 


Jf» = 


2 


11 


35 


85 


175 - 


322 




6 


5ü 


22d 


735 


1960 


4536 


= 


24 


274 


1624 


6769 


22449 






120 


1704 


13132 


67284 


• • • 






720 


13008 


105050 


• » • 








5040 


100564 


• • • 


• • • 


• • • 




ir, = 


40320 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 





Die bi€«' Terzeidmeten Coeffizienten stebeii übrigens in einer nahen 

Beziehung zu den sogenannten Fakultätencoeflizienteu , d. h. zu den 
Gonstanten der Gleichung 

«(u+l)(ii-f 2) ... (M+g-l) = Cjtt -f Qw* 4- ... + C,M*. 
MuilipUzirl man namiicb mit u -f- { beiderseits» so ist 
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und wenn man diess mit dem ?ergleicht, was aus der impniiiglicfaen 
GleidiiiDg wird, sobald man f -f* 1 an die Stelle von f treten Itet, 
80 findet man leicht, dasi för jedea ganze positiTe n die Relatioii 

etat! findet. Setit man in einer neueM Beaeichnons 

so geht die vorige Gldtirnng in die fidgeode über: 

aus welcher man durch die Snbslitation f a m -f - p and Vergleiciiinig 

mit 7) die lUeutiUt von H und K erkennt. Die nunmehrige Bezeichnung 

h -"eL * 

giebt z. B. für g =3 3, «as 1, 2, 3, der Reihe nach s= V^, 

s^ig, 4 Kt und durch Vergleichung mit der Tabelle ersieht man 
hieraus, dass die letstere nichts Anderes enthilt als die Fakoltlten- 

kuenizieriten in diagonaler Stellung. 

Man subatttuire nun in die Gleichung 6) jfür sr, so erhIU 

man vermiß der Bedeutung von S(m) , ^m+i) etc. nach beiderseitiger 

Division mit A*" 

m 

8) JL« ^-L -j M 

m 

ITA* 

wo es nun leidit ist, jedes Glied aof der redrten Seite lu integriren, 
sobald' M die Einheit fibersteigt. Man gelangt so zu der Formel 



m 

1 IT, 
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_ 1 : 

Handelt es sidi überhaupt allgemeiner um die endliche Integration einer 

Reihe von der unter i\ü. 4) aufgegebenen Form , so verwandele man 
zunächst jedes eiozeine Glied derselben nach Formel 8) in eine uuend- 
liche Reihe; man erbilt dann ohne ^wicrigheit: 

2yh^ + m + e 

und nun giehi die bddenettige endliche ifitegraiibn 

M) 3^.) = -f* 4: /K-L _ 4- Jl _ » 5'* + « 

1 6/^^ + IM^^ + 6eii 4- g 

1 

und mittelst dieser Formel ist das Integral auf S — aurückgeführt. 

Nach der vorhin gemachten Bemerkung über den Zusammeuhaog der 
mit K beaeidmeten Zahlen und der FaKultälAnlboeflGiaeot^n kann man 
jetzt leicht das allgemehie Glied unserer Reibe angeben. Dasselbe ist 

nämlich 

und somit die Aufgabe in aller Vollstilndigjkeit gjelAst. 1 
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m 
f. 

Integration dureb d^oniometrische Reihen. 

Man kann mit Hülfe der Integralrechniing sehr leicht nachwei- 
sen, dass jede Funktion <f{x) sich in Reihen Terwandeln liest, welihe 

nach den Cosinus oder SIulls der Vieirachen voa jc. iurtscLreiten, c^ass 
man also cbcasowüU 

1) f{sBi) CS -|>a, + OiCHx + af€0$2m + a^euBx + 
als auch 

2) g)(x) = biSinx + h28in2x + b^sin^x -f .... 

setzen darf. Die erste Gleichung gilt für n ^ x >Ü und in ihr ist 

2 /^*^ " ^ 

8) . . «»'SB > / g>{x)€»»nBfixi 



die zweite (|«»gegeu he&teJii nur für fv^d7>- U und lu Uu* «verd^a ^ 
Coeflioenten mattelai der Fomel . • . t 



iieMimmt *)• Ana den Gleichungen i) snd 2> erbllt* man nun sogleich 
durch bfiidefseitige endlkfae Integration 

*) Wenn erst die Möglicbkeil einer Reihenverwaadlung nnch den Schcmaten 1) 
odsr 2} nadigewiesen ist and die Grinzen besUmml sind, innerhalb welcher dies« 
Vsnrsndlimg gilt, so hat die Ermittelung der Werthe voa o» «od kein« Schwie- 
rigkeit. Mnltiplixirt aan nlmlich die erste Gleichaiig mit 2cof litf nnd lerlegl mhts 
jede« dqipelle Cosioiis|»rodukl in eine fleeinnfsiimme, so i^t 

+ a|[eoi(ii-2)x -f fo«(n+2)x] 

+ 

+ a,t-%,\!^x + coi(2»-1)a] 

+ + eof2fUE] 

+ an+i[cotas 4- m(2ii+l)^] 

+ 

Bemerkt man, dass überhaupt für jedes ganze poäiuve von MuH verschiedene W* 



cotmjcd« = 0 
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eo8 2(x-^h) 
eo$B(X"^) 




und man kann also das gesuchte endliche Integral immer auf diese 
Weise entwickeln, wenn im ersten Falle x die Grinsen 0 und n nicht 
überschreitet, und im sweiten innerhalb derselben bleibt. Man bat 
tibrigens nicht immer nftlhig, die Gseffiaenten mid mittelst der 
Formeln 3) und 4) zu Lestimmen, denn sehr häufig gelangt man da- 
durch zu Gleichungen von den Formen 1) und 2), dass man in einer 
Mch aufiiteigenden Potensen einer Variabelen m fortgehemlen Reibe die 
Sobstitntion % ss r(e0$w + V7<^i»«) Tomimmt mid danmf die redlen 
und imaginären Partieen beiderseits vergleicht 

Setzt man z. B. in der für ächt gebroct^e z geltendeii Gleichung 

% SS estar + V-1 vaaA berflcksichtigt, dass hierdurch 
mithin 

wird, so ist jetit 

l(2cosi'X) + 



ist, so führt die Multiplikation der vorigen Gleichung lait dx und Inlegratioa zwiicbea 
den Grinzea X = 0 und x = 7t in dem einfachen Resultate 



wonos die Fomel 2) sogleich folgt. Anf ahaliefca Weise gelangt an« nr Bestim- 
oraog von ft^ Geaanere UntersaehnngeD Aber dUcte ioterestanlea ReilieD geben dce 
Verf. „Analyliseke Studien, zweite Abtheitung.** 



2 
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«nd mithin dmnk Vflrgleichuiig d«r redleii md inuigaiiren Betland- 

theile: 

6) l{2eai'^x) = cosx — -^cos'^x 4- — -„ 

7) -^x » ikix -^iim^x + -^nn^x — 

und fon diesen Gleidinngen gül nacli den gemditen Bemeiinngen die 

erste füi' n ^ x ^i), Uie zweite für ^ a? ^ 0. Schreibt man in 
der ersten 2» für x^ so ist unter der Bedingung ^ 2« ^ 0« d« h. 

8) iros^ = ^ — ^2 4- fos2j; — -^cos4a7 -f- -|-cos6a? — .... 
und bieraua eriöit man sogleich durch cndliclie Integration 

ttv VI lo ^ _i_ sin(2x-h) 1 stii2(2ii^-A) 

, «it3(23>A) 
» 2itiiS* 

Setit man in 8) -^Jt — « an die Stelle von x, so wird 

lÖ) Isinx = — 12 — C082x — -^cos4x J-co*8a? — .... 

wobei die Bedinguni^ ^ X^i — ^ = 0« d. h. -^-tt^^^O er- 
flUit sein mws. Man findet im 



iiv vj /o^ sfngag-A) 1 sln2(2flP^i) 

plt BUlBrenz der Gleicliungen 9) und 11) ist 

12) 21««. = Ji!!<2--*L +4.«»='>'^-_*>. ++iÜi5(^ ^. _ 

' Stüh • siniA • • tmoh 

lin d dieselbe Keihe mit negativcu Vorzeicliea giebt 21 tan x. 

Ein zweites Beispiel für diese Int^rationsmethode möge die 

Funktion — liefern, weldie in die Reibe 2) verwandelt werden möge. 

X 

En ist dann 



2_ f sinn 



4x 



oder wenn man «tu»!? in die bekannte Reihe entwickelt und jodes 
eimelne Glied integrirt 
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Bezeichnet man, wie es in neuerer Zot gew51iiiEdi geworden ist, die 
transsceiidt^nte Funktion 

mit [Integralsmus von u], so hat man sehr einfach 

ff 

and jetit ergiebt sich leicht für ^ > 0 

und mithin durch Integration 

woiiacli sich, sobald die hinzuzufügende willkiiiliciie CuuaUuLe emen 

1 

bestimmten Werth erhllt, 2 — leiehl heredmes ktsea wflr4e. 

• 

Wihlt man die Fmiktion ip(m) so, dass sich ihr eüdlichn Inte- 
gral unmtttdbflT togeben ttsst, so gelangt man dmrh Ver^eiGfamig der 

beiden, auf verschiedenen Wegen erhaltenen Resultate zu einer neuen 
der Theorie der Reihen angehörigen Formel. So ist z.B. fär 7K^c>0 
nscfa 7) . . 

\{7t-x) = $inx -f- \sin2x -f- ^sui'.^x 
wobei man die zweite Formel aus der ersten erbidt, wenn man 7i—% 
an die Stelle von « treten Usst Die halbe Stimme dmser Gleichmi- 
gen ist 

TT > JP > 0. 

Unter KouH enier ivillkftrlicfaen Gonstanle giebt hier die beiderseitiie 
endliche Integralion 
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l ^ • Ä 1 co»ix-~h) . COf 3(3?--|-4) 



Um die Constaattt lu bestmuneii nehmen mtßlitx emen j»olcit«Q Werth, 
dasB die Samme der rechts etehenden Reihe unnritCdhar bekannt ist. 

Hierzu empfiehlt sich die Spezialisirung x ^ -^Tt -f - ; es ist dann 
unter der Bedingung 

«>T^ + +A>Od.i. «>A> — jr 

und wenn man die vorige Gleichung von dieser abzieht, so ist der 
doppelte Rest 

ud diese Gleichung gilt nur unter der' doppelten Bedingung 
^ßmmt man apssii-f-ff-AcaSSVf so .wird eleganter 

( > n + w > 0, -^Tc > t; > — -J-^. 

Fdr ti sa^O» II 0 erhilt man bieraiis die Speaalisirungen 



16) 



— a -^co^ecü 4- -^cosec'dv 4- -J-coswÖi? + .... 

■ir». > » > 0 
t^(i--^-l) ==.+e»iv + +ciraii + + .... 



17) {4 

>p >Q, 

£me etwas verwickeitere Ausfühmng desselben Gedankeas ist diA fol- 
gende. Mittelst der Fonnefai 1) «nd 3) findet, man leicbt die Gkidwai 

worin r eine constante Grösse und e die Grundzahl der natärlidien 
Logarithmen bezeichnet. Hier ^iebt die beiderseitige endliche Inte- 
SratioB 
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2 — 0-^^ 
\ m r 



wofür inmi besser schreiben kann 

X r siniX"^) r sin2(x-~fh 

^ rS" r'+V' sin-^h r» + 2> «m-|-A 

Die Gränzen für die Gültigkeit dieser Gleicbung siAd leicht tu U- 

Btimmen« Die Formel 18) gilt nAmUdi ? on « 0 bis » ^ te, 

da aber die linke and reclite Seite derselben gleichzeitig die Eigen' 

schallt ffi{ — x) — qf{x) besitzen, so gilt die Formel weiter noch von 

X = 0 hii X =i 9t, slso unter der Bedingung ff ^ 3c ^ — n* 

Dies ist nun sngleieh die Bedingung für dss Bestehen der GleichiMg 

19). Um in ihr die CoMuitB € su bestimmen , sdaen m « « -Ii 

es wird dann 

und wenn wir diese ijleicbung von ihrer Vorgingerin abzielien, so bleibt 
- <^ ■s-'*^ r» + P — Jh^h 



+ 



aj> — n, n > — n. 

Für ar =: « 4^ Vp s 2v irird bieraus 




sin 3ii 



I • • • 

woTon sich leicht irieder Sncdalismum sU«il«n Isssen. ' 
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1. 11« 

ßci weitem das ausgezeichnetste Mittel zur Aus^üiuung eudlidier 
iote^UoDea bieten die Formeln dar, welche wir im. §. 12. der Dif- 
ferenzenrechnuDg entwickelt haben und es bedarf kaum mehr als ei- 
ner etwas anderen Schreibweise, um. sie sogleich in dem angedeuteten 
Zwecke benutien zu kAnnen. So ist sunSchst fülr 1>A>0 



) 



(2») 

und 4i<^e Fomle^ gilt für jede Fonction fify , wenn diese selbst und 
die Ton ihr vorkommenden BifliBrenzialquotienten innerhalb des loter- 

▼alles rsB5irbi8f=a? + A stetig und en^ch bleiben. Setzen 
wir nun A/(x) = ^(x), so ist 

ferner felgt durdi IHÜbrensiatioii von A/Ks) ^ ^(<d)* 

A^a:) = i^'faj), Af (ar) = \p"ix), etc. 
und mitbin geht die obige Formel in die folgende über 

+ .... 



1.2.S.4 



*) Wenn oämJich == ^Ipix) lU, so bat man 

3 ~ a d 

m4 hicTMt triiclt tkb Mi UcbcifMig sw CMu« ilr oMB^Ikb abatkamid» .6 

fix) = 2if;'{x) 
wa» mit d«r obigen Behauptung Oibeccinstimmt. 
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Ndmien wir endlidi xp'ix) = 9^(2:)* so wird 



^ 1.2. 3. ..(2») /"^ 



^'{x) » 5p'(iP), i^'C«") = y"{jr) etc. und so gelangen wir 
zu der Summenformel 

r 1 114-1/? A^^+'i 

Witt man die Ünbestimmtbett, welche in der wiUkQhrlichen Con- 
gtantc liegt, wegschafTen, so braucht man nur dem JC irgead zwei 
specieiie Wertbe etwa x — a und x = 6 zu ertheilen und von den 
beiden so entstehenden Gleichongen die DÜlbreni zu ndiroeo. Uai 
diese Differens kun ausdräcken zu kfinnen, erinneni wir auaidist an 
die Weise, wie maik das bestiromtt' InU-gral aus dem unbestimmten 
Integrale ableiten kann. Findet nämiidi eine UieicbuAg von der Form 



ß 



g>{x)äx = 0ix) + Const, 

statt und sind die Funktionen yCa?) nnd (J){x) innerhalb des Interval- 
\es X = a bis X b endlich und stetig, so hat bekaimllicli die 
DilTerenz ^(6) — <2>(«) einen bestimmten und uimweideiiligen Werth 
und man kann unter diesen Voraiissetinngen die Gleidinng 



a 

als Definition des (unendlichen) bestimmten Integrales anseilen. Eine 
ganz analoge Bezeichnung wollen wir für das endliche bestimmte in- 
tegrai oder die bestimmte Summe einRttiren, indem wir, wenn 
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isl, die Gleichung 

aufstellen, worin die rechte Seite die Deünitiou de& auf der linken 
Seite stehenden Sjmholet entbilt« Nach diesen Bemerkungen folgt 
aus Nr. 1) 

+ 1.2.5. ..(2n) ^^'^'"K^ + AA). 
In dem Falle wo die Differenz k von x ein aliquoter Theil von 
6 — a ist, läfist sich dieser Ausdruck noch etwas vereinfachen. Be- 

wiehrien wir nlmlicfa mit m eme ganze positiTe Zahl und ist = h 
also 6 = a -f- mA, 80 folgt aus Formel 3) in § 1 
m-M = ^?(«) + y(a + A) + y(« + 2A) + ... + y(« + ÜTTA) 
d. i. gemiBB der in Nr. 2) aufgestellten Bewicbnungsweise 



4) Sg>ix) =» y(a) + 9(a + Ä) 9)(tt + 2Ä) + ... 4- 5p(a+«-U;. 

SabstKuiren wir IQr jedes Glied reelits das Maximum, wddies die 

Fimkiion rp{x) während des Iiiiervalles a; = a bis 4P = ( annimmt^ 
und nennen M dieses Maximum, so ist offenbar 

Sg>{x) < mM d. i. 2g>(x) < ^ Jf. 

Nennen wir ebenso das nomerische Manarani, welebes ^^^(0^- 
inncrhnlb des Interfalles jr » a bis as A «rrciiditt. «o giU gp<n 
ähnlich die GMcIrang 

und man kann demnach, mit x einen äcliLeu Bruch bezeichnend. 

setzen. Nach diesen Erörterungen nimmt die Formel 3) die folgende 
Gestalt an 
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8) A 39(x) = / q>(x)ä3> — -JJkt^l*) - ^(a)] 



1.2^.. (^) 

Man kann leicht zu ihnficfaen Formeln gelangen, welche nur durch 
Ansdrncksweiiie des Restes differiren, sobald man ganz dieselben 
Substitutionen mit den übrigen Formeln de» § 12. fonümmL Ans 
der Gleichung 

~i.a'.8.4 + 

^ i.8....(S>i-a) 

+ w^-^rfeS5A/<-H.) 

worin 1>A,>0 und /(O eine Funktion iet, welche nebst ihren 
(2« + 1) ersten Differenzialquotienten inuerhalb des Intervalles t = x 
bis f = a? -|- Ä endlich und stetig und von welcher der (2fi -|-. 
Differottialquotient innerhalb der Gränzen sein Vorzeidien nicht in* 
dert, leitet man so unmittelbar die folgende ab 

und diese Formel besteht nur so lange als f^^%t) d» h. 
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iniierlinlb der Grämen t =j a bis r = b s«ili Torzeichen Bichl än- 
dert uud die Funktiuuen (f{t), (fi'it)... fp^'^^Q) während desselben 
Inlenralles eQdlMdi .und stetig iileibeii. Wenn d-a eia Vielfaches von 
h ist, so hat man 

= yCi«)(a) 4- yCin)^a + A) + g>^^Ka + 2h) + 

und miifain findet die erste jener Bedingungen statt, wenn gi^^^t) 

selbst vun ^ = a bis r « & immer dasselbe Vorzeichen behält« 
Fügt man zur rechten Seile der Gleichung 6) noch den Ausdruck 

so ergiebt sich unter denselben Bedingungen wie voihia 

•••• + -' ''i'tV" [^^'->c»-y"-<')3 

+ (-1)-' - »SiteS) [»'"^'w-^''^''^] 

woraus man erkennt, dass der absolute Werth des Restes weniger 

beuägt, als das zuletzt in Redmnng gebrachte Glied der Reihe. 

Endlich kann man aus den Formeln 12) und 13) des §. 13. noch 
die folgenden Resultate ableiten. Wenn die beiden Summen 

8) la)l*»)(0*und i9p(»"+')(0 

innerhalb des Intervalles a bis 5 ihre jedesmaUgen Voneichen nicht 
ändern f so ist in dem Falle, wo beide gleiche Vorzeicbeu haben: 



• • » • 
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+ 1.2.3. ..(2») L*"^^^ " »**^'^">J 
und in d«m Fall«, m jene Voneidien aiiiand«r eat g e g wffltettt iM 

10) U^«) — /9<<c)ds-iA[9>(»).iK«)j 

beieidmel it immer eine iwiscImii 0 und 1 liegeode Grösse. 



Belei^lele mu den Theoremen des vor^en PnrnympbeB« 

L Eine der einfocfasten Substitutionen, weldie man m den For- 
meln des vorigen Paragraphen treffen kann, ist g>(x) = aif*, wo fi eine 

wesentlich positive Grösse bedeuten möge. Die Formel 1) gicbt daoo 
unter Anwendung der bekannten Bezeiobnungsweise der fiinomial- 
koeffisienten 

M+1 



Nehmen wir speziLller /< als ganze positive Zahl an und setzen, wa& 
offenbar erlaubt ist 2n^f.t, so wird das letzte Glied (der Rest der 
Reihe) gleich NuU und man braucht in diesem FaUe die Reibe nur so- 
weit fortiusetsen bis sie von selbst abbricht» Man bat dann 
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was mit der induktorisch gefundenen Formel 2) in § 4. ftbcireni- 
sümiut, SeUt mau einfach h l uaA subtrahirt dasjenige von ein- 
ander» waifOrjrss Oondaraltva dieser riiiipliin lierrefiiht» 
so wird weiter 

0 fi+l * 

+ :^^B,Ä*^-» + 

«ad «eim b ein VielMMS ▼en d. iL ein« gasie posilif e ZaU ist, 
äo kann man die Mte Seite nach Fonnel 4) im vorigen ParagraplMi 
cailwickeln; dieselbe ist ^ 

1/» 2<" + 3^ -f + tw- ly* 

auf der rediteu Seite dagegen wOrde man h sss Q mh ^ mh zu 
setzen haben. Schreibt man endlich p für m und addirt beiderseits 
pf*, so erbSIt dann die vielfiidi gebrauchte Formel 
1) 1" + 2^ + -}- 

+ i^'ii^'— i/'3fiV*-* + ■i^f^.B.pf^ - ...... 

U. Es sei femer ^»(f) ^ -j- so ist unter der Voranssetknng, 

dasB Sq^^Xt) « 1.2.. ^ innerhalb des InterraUes t« « 

bis I as ^ continuiriich und endlich bleibt nach Formel (7) des von 
gen Paragraphen 

wobei der Icfat gebioeheiie Ausdrach 

2*»-l 

gesetzt worden ist. Von dieser aligemeinen Formel ist em Fall tron 
qieciellem Interesse, nbnlich wenn a s 1 and A « !• Dann macht 
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nämlich 6 — a immer ein Vielladics ron h aus, sobald b eine po- 
sitive ganze Zaiil l>edeutet; dieselbe isi b ^ a tnh 1 4- 
ferner mrd jeM 

t¥ - 1 + 2 + 3 ^ III 

11 1.1. .1 



woraus man erkennt, dass die Formel 1) m diesem FaUe im jedes 
Jbettebige po^ve b ^ m l in Anspruoh geoofnuB werden dait 
Man hat nun 

1 -r 2 ^ 3 T 4 ^ 

Löst man die emzeiueii iüammem auf der rechten Seite auf, setil 
die Ton m nnabhingige S|unme 

2 t" 2" *I* "I* * ^1 "^"^ 1*" 

2» 1^ 
sc -iC und gciireibi za i»e8serer Unterscbeidyng p fiir so wird 

Der Betrag der noch unbekannten ^Caiii iC lässt sieb auf folgende Weise 
auamitteln« Hau sdireibe die Glefchnng 2> in. der Farm 

-j" + T + T + + T ■ ' 
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und gehe wr GiiiiM iOr «neiHnich wachfende p Iber, m wiid 
3) Un^± + ^ + ... + = j:. 

Dass nun in der That die links angezeigte Um. eioen bestimmtoii aa 
gebbaren Werth hat and nicht etwa wie lim unp eine ganz unbe- 
atimmte Grttose ist, sieht man auf folgende Weise ein. Es sei 



so ist offenbar für unendiicii wachsende 3 = p + 1, idm ^q) mit 
dem gesuchten Qränswerthe identisch. Man hat aber 

,-t-K) 

da aber Immer i| 1 +y j< ysein moss, wegcD der bekannten für je- 
des x^l geltenden Reihe 

1(1+*) = 

so ist die Differenz j^^^ ^ + 1^ 

tpiq), d. b. die Funktion tp{q) wächst mit ^ gleichzeitig immer fort 
Dass aber dieses Wachsthom nicht ins ünendüehe gehen ktane, er^ 
^ebt sich so. Es ist immer 1(1 -f>s) ^ folgUeh, wenn 

für s der Reihe nach 4-, 4-, .... setzt 

H-t) > -J- - -iKi-)* 
tt) > i- - 
K4-) > + - +(■*■)» 



fa^ man noch 1 zu der Summe dieser Gleichungea, so Andet 
man sehr leicht 
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i+'(i)>4- + 1 + 4-+ +^ 

und durch eine tinfaclie TVan^sftiM 

i-a + + (+)» + + ^XM 

>-}- + i + + - + 

d. i. 

Um so mehr gilt num offenbar die folgeude Ungtetchnng 

m < +-« + ifp -f- ^ + ^ + ... inH^r^l 

d. i. vennj^ des bekanaten Weithea der eiogeklammertea uaeod- 
licfaea Reihe 

< i-ß + ^ 

oder 

V'Cf) < 0,62931983. 
Hieraus laeanmen folgl nun, dass lim yKq) ^ it eine weniger ab 
0,6293t9d5 betragende Zahl ausmachen miss. Setst man daher für | 

p in die Formel 2) eine nur einigei massen bedeuleude Zahl und be- 
rechnet beide Seiten der Gleichung soweit dies möglich, so ist nun 
lieber einen M&herungswerth Air M m finden. 

Gewfthnlidi stellt man die Formel 2) in einer etwas andern Ge- 

äUll dar; die man aus der unsrigen dadurcii erhält, ddüs man erst 

p-1 an die Stelle von v setzt und darnach beiderseits addirt. Es 

V 

ergiebt sich so 

4)++ + + + + + 4 

- * + ^ + 1*. ^ + iÄ.Jr- 
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für j» =x 10 z. B. ist der Wertii der linken Seite 

2,928968253968253968 . . . 
and mon- man toh der Reihe rechts saiiel Qieder nimmt, dast ihr 
Rest am kleinsten wird , was fttr i» =a 11 eintritt, so findet man 

Q) K = 0,5772156649015328... 
also K identisch mit derjenigen Constanteu, welciie in der Heihe für 
den ilntegrallogarithmus Toitommt FOr f = 1900 findet man dia 
Summe der Reihe 

"i" + "t" 's "1" lOOÖ 

aui 12 DeziiDalsielleu genau mittelst der Formel 4) in lulgender Redt« 

OUDg 

K ^ 0,5772X5 6640015 
4. ^ = 0,000500 0000000 
» «,907755 2789821 
— ^Bi\ =:-0,000000 0833S33' 

+ ^B^~ =z 0,000900 0000090 

■od dies fleht ds Werth der gesuchten Summe 

7,485470 8605503 

woraus man ersieht mit welcher Laugsauikeit die Summe der Reihe 
^ + + + Unendliche wichst» 

Iii. Seist man q){ae) — , wo,/i ^ 1 sein soll, in der For* 

mel 7) des vorigen Paragraphen und giebt q diesdhe Bedeutung wie 

im ersten Beispiele, so findet man ohne weiteres 

. jX± ^ J_r_l L.1 i.Är± ±1 



XJL Bh^ [— — 1 



+ T 1.2.3 LiÄ^a " 7^+»J — 

1) U i + 2n-^) .^r 1 _ l 

2». 1.2.3....(.2»ri) L*^*-^a^* " O^-fSN-tJ 
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(-1)» fij^i 4 - l)....< ju + ^^2) g r 1 1 ' 

^ 2h r.2.3....(2n-l) Lft.«^»»-! ' aA^+a»-i l 

JNimmt man eiofacli a = l, ^ = 1, uod 6 ganz uiui positiv, so isi 

irie lA L i s. m + 1; dabei woUea wir p tat m sohrttbeii iuh| 

rechts die BlnomialkoefBzieDten stur Abltünaiig benutieii. Ee wird dana 

— + — + — + •••• + — — 

^ L_r 1 ii_ir^-* il 

u.p(d2! (ii4-2»-2)j,,--ßj,,-.i f- iT. 

2fi ^ L(p-f j 

Bezeicliaet man die Summe tier von p unabhängigen Glieder der rech- 
ten Seite mit IC^* schreibt ferner p — 1 für j» und addirt endlich 

beiderseits — « so gelangt man zu der Formel 

^11 1 
*^ + ^ + + "If" P» 

. _X ? L4-i± 



1 



Um Ku, zu bestimmen braucht man nur p ins Unendliche wachsen lu 
lassen; es wird dann 

— + — + — + ... m !»/• = 

If* 2." 3^* 

und da die Reihe Jinks für convergirt, so kann man durch di- 

rekte BereGfaimiig ihre Summen finden. I^ach i^fcnifra's Rechnung ist 
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1 


2 


1 AAAttä AOAAft dftSSAJ. 

A • mRMrv WOVO VOAfiWt 




10 


1*U«UW iVUOB lii716o»( 


a 
tß 


1 dOfiOfi fUlASI 
^•MMWiP mmol wVifini^ 




20 


1 AAAIUI nOICQn ACkAtkAn 


4 


1 ^9A^7 111^ft9 

X . UO^tftf iJAOO 1 XXXtlOA 




21 


1 nnnnn ni~<^n 'i>>aoAo 
1 . uuuuu U'iiDy oZ9ouo 


5 


1 n^AAS 77S51 4.^1^700 




22 


1 nnnon r^^Mäl tunKnckn 
1 , UUUMU U-iJO* OuDuia" 


u 


1 017^4. 30A1i) Rd440l 

X • UX i «vre vvUXlF -OWWX 




^0 




7 
1 


V IMIftSi, flft77^ ftlQ9d7 




9A 


1 AflAAA AAKAA AOlOAl 


G 
O 


J lllhAfl7 7ll!iA1 ll7IIUa 






1 AflAAA AACMkO n A £ n 0 !r 
I.VUUUU uUdVo OSdOoD 


q 


1 00900 M'^Q9H 9ßOH99 

1 . UUiäUU Oi3<7^0 ^UU^<Q^ 




2fi 

AU 


1 nnmuk rtAiJA aicc^i^^ 
1 . uuuuu UuJ49 015548 


1 A 
I U 


1 • uUvila •rü/ül «S/OlOu 




97 


1 AAnnn AAA^i« ratiio 
1 . UUUuU UUU74 507118 


1 1 


1 AAÜ4A AlAAfi A411ft4 




9ü 


1 AAAAA AAAOf9 OKOSilA 


19 


1 iMMA AARAfi üftSAfill 

X « VWmV VUQQtf VwvVOV 




90 


t AAAAA AAAlQ AQAKAiv 

1 • VvUUU UUUlD 0980997 


1 ^ 


x*vwvJa MfXilO vfvfOw 




Oll 


1 AAAnn nnnno qiqo*^« 

1. UUUUU uuuuy oio2/4 


1» 


i.üOOOe 12481 350587 




al ( 


1 nnnAA aaaaj ß^r-t>^\t\ 

1 . UUUUU 1IUUO4 6d6629 


15 


1.00003 05882 363070 




32 


1.00000 00002 328312 


16 


1 . 00001 52822 504086 




33 


1.00000.60001 164155 


17 


l.OpOOO 76371 976379 




34 


1 . 60000 00006 563077 


.18 


1 . OOÜOO 38172 932Ö JÜ 1 


35 1 


1.00000 ÜÜOOO 291038. 



IV, Ein sehr bem^rke^wtf Mip§^ 
BestiminuDg der Summe 



wo k eine couBtante Grösse bezeiclinet. Mao bat näuilidi 
mithin dm'di iq-l) malig« DiffereiiKiation 

Setzl man 0 « ^üTaTp" und ^ « ilmatt — , so ist* 
und daraus erhilt man leicht 
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^f-t)(jp) « (-l)»-tl.2..(«-l)i^ 
odflr weil auch ^at»^ Ir !•! ■ 

^«-«)(«) =r (.1)^-*. 1.2.3... ^^^9» 

Peicichnen wir mit und dasjenige was aus wird, wenn wir 
» as. ft und 4P as a nebnen. so giebl die Formel 7) ia § Ii. 

-T»! --p 



'S 



(-1 )" « Ä*»(sm^5'5i>f2?j r-sm^,^"sm2nx^") 



2ii 

+ Ä 

wobei der Rest R einen Bruchllieil des letzten (iliedes ausmacbt« 
Nebmen wir Jk ss 1, fr gteich einer gensen po8iti?en Zahl m, a s 0 
und setzen das Aggregat aUer nur von a nnd nicbt Ton b abbtagigeii 

Glieder = JC, so wird 

st'fft*^säi2^ , _ sifi<^sfi»4^ 

— +»1 jfi + -r* jfc» T 

wo wieder It' einen aliquotwi Thell des letitep ReibengUedes ans- 
madit Um Jf stt finden, bissen wir m ins Uneodiiche wachsen mid 

baben dann 
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weil in diesem Falle &' s Arcta» in r^ull übergeht* Die Summe 

der Taratebenclen unen^dran Reihe ist iber IMA m finden, wenn 

man in der bekannien Gleichung 

1 2u 2ti * 2u ^ 

eü ti «BS ^ 



u =s ibrV? gebt,' Man erhilt so ' 

und mithin durch Vergleichung mit den Vorigen 

Sttbstitiiiren vir dies in das VorfaergehaDde, scfafdben p für m nnd ^ 
für x^', so dass also 

^ = ima» — und Anm = ~ — ^ 
ist, SO gelangen wir zu der eleganten Formel 



— 2* 

— -p + x's ^4 r- ... 

^ 2» FT — + * 

wo der Rest wieder einen all^elen Theil des letzten ReihengUedes 

auaiuacht. * • * 

$. lt. 

JDlKreanioB über die niUieraiigswelAe Uereebnamg 

ke«tiu«erln(esr»^e. , 

Die Formeln des vorletzten Paragraphen sind ausser ihrer Be- 
deutung för die umgekehrte Differenzenrechnung auch noch für die 
Ihtegralredinnng Ton Wichtigkeit. Da sie nftmlich einen Zusammen* 
hang xwiMfaen der hastnunlflii Summe und dem bestimmten Integrale 

10 
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Sg>{s) und / q){x)dr 



angeben, «o kann man ebensowohl jene durdi dieses ausdrücken, als 
auch nmgekehrt das bestiaunle Integral mit Hülfe der besliminten 
Summe berechnen. Dies letHere ist in den Plllvn fon VdrCbeU, wo 

man die Saiiime leicht unmittelbar auliiiideii kann und in der Tbat 
hat auch diese BesUmmnog keine Schwieri^eit, sobald b-^a ein Viel- 

faclies von h ausmacbi. Nimmt man h =ac einigennassen klein» 

4 

SO geben |cfaon ein paar Anfongsg^eder der halbconTergenten fteibe 
eine bedeufende Atalbening (wie hl den Beispiele für S-^ \ und man 

kann daher näheniagsweis . , 



setzen und liüiaus ergiebt sich leiclit, weil A ein aliquoter Theil von 
(f^a, also 6 = a 4- mA ist, , : 

Ob 



»• + ?•(• +») +»(« + a*) +.„+ 9K«+M-U)+i9(«+ai*)J 

wobei aber vorausgesetzt werden muss, dass if{x), y'(jr) und ^"'(ii;) 
innerhalb des Intervalles x ~ a\A% x ^ h stetig und endhch blei- 
ben. — Es isi übrigens sehr leicht, der Gleichung 1) ehie geome- 
trische Bedeutung abiügewinnen. "Werden * nimlidi in einer durch die 
Gleichung y = (^{x) eharacterisirten' Gurre*) die denAbscissen x s 
« und X ^ h entsprechenden Ordinaten oonstruirt, so sehliessttB die- 



Hs ät 4i«ftM iaoMr eia reoMaktiebfi CoffdiaeUMfito« masiiMtiL 
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seihen mit der Strecke b — a der AbseUKeoachfle .uiid der Curve 
selbst eioe Fläche eiii, deren GAesa darch . '* 



ausgedrückt wird. Theilt man ferner die Strecke b-a in m gleiche 
Theiie und nennt h eiaen solchen Theil, so kann man jene Fläche 
leicht in SlreifeD lerlegeo , wenn fjßan durch den £udpunkt jedes Thei- 
les eine Ordinate legt,' Um nun* vorerst bei aner noch etwas rohen 
Aimibenuig stehen in bl^en , sehen' wir jeto Welchen Streifen als 
Trapez an und dann giebt die Summe ihrer Flächen einen approxi- 
mativen Werth der knimmlinig begränzten Fläche. Diese Snnune ist: 

+ flKo + A)] + + A) +y(ä-|-'2A)] + 

+ TÄCyCo -f^to^) + q>{a + m-lh)]' ^' ^ '' ' 

+ -4^[y(fl!-f m-lh) -f (p(a + 7nh)] 
und sie stimmt mit der in üq, 1) voiiLommeiiden ^umme überein« 
Die ausserdem anf der rechten Smte der Gleichung 1) befindlichen 
Grossen bilden daher insammen eine Correktion um die AnuSherung 
weiter zu treiben. Um die Bi au cL barkeit der Formel an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wollen wir das lutegral 

auf die angedeutete Weise b.ereGhneny was zugleich den Grad der Ge- 
Dsoii^eit 4ler Formel 1) emigermassen erkennen Ifisst, da de^ Werth 

des fraglichen Integrales im Voraus bekannt und ~ \ n ist. Wir 
haben hier a =: 0, d = 1 und nehmen m ^ 4 also A 4-. Die 
auf der rechten Seite von 1) n» Ktammern stcpeDde Snmme ist jetst 

far y(4r) Tp^^^. ' -* i:* i.s. ■ r* . 

'» ■ • » 

SS 0,5 + 0,04117647058 -f 0,8 -f 0.64 + 0,25 ' ' 

3i,iai476470M J . . 

10* 
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nwl der vierte Tbeil luerven kelrigt 

Zu dieser Samme fon Tnpeien Ist nun die Cemektion Itimniiufligak 

Man findet leidit 

mithin 

f{b)^9\M) = — ^ =:t - + 

Der Betrag der Correkiion ist miliiia 

+ "4^2" * ^ 0,00260416666 
nnd nach Hininiüguog derselben er^pebt eich der Ptthoningewerlh 



= 0J853982843 

1 +«• 

'0 

welcher ?on dem wahren Werth -^a s= 0,'78d39816^ erst in der 
8id»enten Decunatetdle differirt. 

lfm kann der Glefcfaung 1) leicht noch eine andere Gestalt geben 

wenn mau sie zuvörderst in der Form 

i q>{x)dx 

a 

« %(•) + <»(•+*) + 9)(a + 2A) + .... + 
. +-|-[«'(*)-5P(«)]-+(y )'[»'<»)-»'(»)] 



schreibt und darauf ^x) = ^jr + -i4) seilt. Entwickelt 

+ Taytorschen Satt» und vemacfalissist alle Glie- 

der, wdche hdhere Potenten tob h en^iallai ab die vierte, so treten 

lolgende Substitutionen ein 

;2 
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+ r,2.3 2 j l.a.3.4 
/^jr>lx = /^jr)*»+-j--2:i^yE_ +^^| j-jj 

. / * \' »"(»-» "(.) / )t \« >0'"(»-<'W 

= ä - vwj + ( 2 ) 1 ^ + \ 2 ) Tä 

■ / k \*tD'"(b)-xp'"(a) 

i.a.8 

+ A(|)*[<(»)-»n.)] = + A(|-)*[^"<»)-r'(«)} 



Außerdem gdit die Somine 

üb«, fibch Yeranigiuig. «li^fr^Glifider nü gleMbenPotienzen ^oD & er- 
Uli warn i^A . 

2) J^s)4m 
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Auch hier ist die gcouieirische Bedeutung eine sehr einfache ; zerlegt 
man nämlich die dnrch das bestimmte integral linker Hand ansge- 
drückte Flt6lie..i«ie4er in Slreiünk wie «Driun und ^ jeden Strdfn 

als ein Rechteck an, welches A zur Basis nnd die in der 

Hl 

Mitte der Grundlinie errichtete ürdioate zur Höhe hat, so giebt die 
Reditecksunmie 

einen Näberungswertk für nmere Flflchc. Da ima die genannte ll^dii 
eckssumme auch in der Formel 2) vorkommt, so ersieht man, das» 
die letztere auf ähnliche Weise dtircli Rechtecke wie die Formel 1) 
durch Trapeze die Annftherüng beweilutelligt. Nehmen wir beispid- 
web wie Torinn a » 0, 6 «b I« m p 4 

so wird A = und die rechte Seite der Gleichung 2) geht über in 
16 , 16 16 16 1 , 

65 75 89 tlS 16.24 ' * 

oder 

0,21917 80821 9 

0,17977 52808 9 " ' ' ' 

0,14159 29203 5^] ^* • * ' 
0,7Sö70 Ui29ö b 

■ . 0,00130 2083 3 3 r j «... 
0,78539 80462 5 
was von dem wabk'en Wert]r '-|-;i[r enit'iti' 1^ 
tbweidit Wim der Betrag des Integrales im Voraus nicht bekannt 
gewesen, so Latte man doch aus der Vergleichupg der nach den bei- 
den verschiedenen Methode erhaltenen Zahlenwertbe 

0,78539 82843 
0,78539 ^64(<3 ^ * ! 
den Schluös iüehen können, dass auf sechs Dezimalstellen genau der 
Werth des gesuchten Integrales =7 0,785398 sei. Ueherhaupt «ird 



Digitized by GoogI< 



min NDOier wohl thmi, den Werth eiam nnbekiiiiitan Integratee OMii 

zwei verschiedenen Methoden zu beredinen, weil man ausserdem nicht 
angeben kann, auf wie viel DezijnaUteliea das gefundene Resultal rich- 
tig ist; ohoe tteiinUiis« «ber des Grades dar Anaikirung luben Zefa- 
iMUQSdieta nvr sebr iiAleiteordiielMi Werth. 



Biaf Mke Hw— tr«»g tercli l|«Adbr«terai« 



Eine der braucLbnisten Darstellungen von -^Ca;) besieht darin, 
dass man diese uubckannie itonuDe in ein einfaches bestimmte« Inte- 
gnl (Quadratur) Tcnvanddt, wotid m ' ab wiUkOrliche Constante er- 

w 

sdieiat Diese Ansdrucksweise ist besonders deswegen von Nutsen, 

weO sie die gesuchte Summe in einer geschlossenen Form giebt, 
wodurch weitere Untersuchungen jedenfalls bequemer werden, als 
wenn man JSq>{x) in eine'niifndliAe>fteihe aufgelüsi bitte. Der Ent- 
iricfcfllung dieser merkwürdigeii iKeiuttato mtaen wir aber erst die 
Ableitung zweier bestimmten Integrale Torausscfaidten. 
L £s sei zunächst der Werth des Integrales 



0 

worin s eine ganie f^sitive von NuU ▼erscfaiedene Zahl bedeotet, zn 
ermitteln* — Beachtet man, dass 

ist und wandet auf den rechts stehenden. Bruch die Formel 

-t^ = 1 + « + -f ... + x'^-* + 
an, so erbilt man eline Hube für m s r"^' 



f,l Ii • , M.** 



-urt 
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«der durch TmufüHm dos Riftie» 

— l l - 



Mulüplizirt man diese Gleichung miM^Mdr und inlq;nrt dsnof al- 
lerseite zwischen den Gränzen ( =s 0 und i = od, so wird 



• ••• 



CD 



wobei links das erste lotegrat b 5 Ist und alle Intefrationen auf der 
rechten Seite mit Hülfe der bekannten Formcü 

'OD 



ausgefährt werden können. E» ergiebt sich so 

— k^*wwdf 

— I*2«3.>.(25-1) r 1 j. . 1 j. J_"l 
(27r)** LT^ + 2Jr + 32. + + n'-J 

Ueber das links ▼orkonunende Integral bemerken wir Folgendes. Der 
Ausdruck 

knnn zwischen den Gräiizeü r =: 0 bis ^ = od nicht unendlich wer- 
den ; denn hierzu wäre nöthig , dass entweder sein Nenner s 0 oder 
sein Z&hler unendlich würde. Der erste dieser bäden FiUle tritt nun 
allerdings fßat 1 1= 9 em, aber dann Yerschwindet auch der ZiUer 

und man findet nach den gewöhnlichen Methodea zur Bestimmung des 
W9hren Werüie» unbeslimmt scheinender Brüche, dass (Qr < =: 0 
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wul =c Ofarjedfisi > 
Im andeni Falle, wo tinendltc^ werden soll, kann nur i =» oo 
sein und jetzt wird der Nenner ebenfalls unendlich und man findet 
leicht, daaa fibr I asi ao 

-I = 0 

wird. Da nun uusei in Rede stehender Bruch seihst in den ungün- 
stigsten Fällen nicht unendlich wird, sa folgt, dass er innerhalb der 
Grtnien I 0 Mft I n oo alels endlich hlcihl und daae oMm «idi 
aein Maxianim A imd sein liimnwim welche <f wihrend jenea In- 
terfallea errelciMB bum, endfiehe liealnninte Grössen bind. 
alao iilr jedes i von l = 0 bis f =: oo 

A posiü? 

und da e-^^' innerhalb jenes Intervalles positiv bleibt auch 



hieraus folgt augenblicklich nach dem SatM, dass wenn tp{t) innerhalb 
des Intervallea t a Im t = ß sein Zdcfaen nicht ändert', auch 



u 

dasselbe Vorzeichen wie %p(t) besitzt, 



i) 



00 



Digitized by Google 



m 

und durdi Integration jder 6in2«ln«n Tbeiie fliegst kieraus die Un- 



(jjleicbiuig 
i 



0 

Lassen wir die noch unbesUmnite ganze Zahl fi ins Uneodüchc wach- 
sen und beaditen, dass i und B von h nnabhflngige Gr^issen sind, 

M^M^ Um -g^ «». Um rgjg-. ^ 0 nnd.mitbin wh. 

Dieses Resultat ISsst sieh mit Vortbeil (Ar die Gl^chung 2) henuUen; 
geben wir nämlich auch m dieser zur GrSnie ßr unendlich wachsende 

n über, so wird ;^ 

1.2 .. .(25-1) r 1 ,1,1 . .••ttf.f1 

d. i. nach einer sehr bekannten i^ummenformel ^ $ 

und vermöge des ursprünglichen Wetthe« von S iaben wir nun die 

IflU^l^raiforiAdl i •. i.; : ;i ■ 

worin BemouUische Zahl b«Eeiebnet. 

IL Mittelst der so eben entwickelten Qjleiqhui^ , ist sehr leicbt, 

den Werdi des Ausdruckes , . 



1 /^^ sin vi dt 



aufzuündeu. Daim setft man statt iinvt die bekai^tc , steU couver- 
gente Reihe, so. wird ' ^ 
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^>/a 1.2.8 1.2-,5 • ^Mi«! 

d. L wenn man alle Integrationen auf der rechten Seite mit Hülfe der 
Formel för es . 1»^ 2, 3). ..« ausfahrt - 

*^ ~ T O 1.2.3.4 ^ l.2..e ~ 

Minmit man dagegen in der bekaiinien Gleichung 



.. . • . 



- -t«"«»- ,-.1.2 1.2.S.4 1.2..6 

« = 0^-1, 80 ergiebt sidi iiacb beiderseitiger Muitiplikaüoa mit 

«i*— ^ T ^ 1.2 ~ 4.2.0.4 TSTH" ~ 

mitblii dmrcfa Veri^eidniiig mil 5) 

" **** ^ : ^«-1 r: : ^=r- 

Substituirt man für F den ursprüiigliclien in No. 4) verzeichneten 
Ausdruck, so folgt aus dem Vorstebeudea die Eichung 

0 

von der wir gleich nachher Gebrauch machen werden. 



III. Der Werth des bestimmten late^les 

a 

ist ofTenbar nur von ^ und w abhängig und büdet daher iri 
eiae FuBlUiou tob m; sctxea wir nun 



ß 
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7) J^<^m *« = 9>(«) 



80 lässt sich fdr jede auf diese Weise entslaadtoe Fuiiktiofi |p(ap) 
leicht ein dnfacliee bestimmtes lolegral angeben, vodordi man den 
Werth von ^9(9) erbilt. ZunSdMt ist leicht die RicfatHsIteit d«r 

Gleichung 

einzusehen*), aus welcher man vermöge des bekannten Werthes von 
sngleicfa erhih ' 



Nach Furmel 6) ist aber andererseits 



und durch iSobetitution diese« iusdmcks 



Setzt maa nimlich vor der Uand noch unbeslimml 



a 

mi aimnl dUfOD di«JDiffer«iuc, «0 iai 



odffr käncr 



und wcon man diea mit No. 7. versieichl, to Mgl A^(ä) ^ e**«' mitlita 
(Ze^) tri« i« Tot« bthiMpUil woHt* • 
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d. i. 



0 

Der .Werth des ersten liitegnle» ist lacht m Anden; denn setien wir 



so ergiebt sich durch DUTerenziation nach x 



wobei die linke Seite 9)(«) -ist naeh No. 7); aus 9>(x) ^ 
^ falgl jeMt 



Benutzen wir dies und die Gl^chung 7) uamittelbar, so geiit dieFor- 
mel 8) in die folgende über 

9) :Sq>{x) - j yi («) dx - ^s^^ + 2jf^f{u) dujf^ ^^Z^ + C 

wo es noch «oT- die Redaktion des Doppelintegrales rechts onkottuaL 

Da der Ausdruck 

immer endlich und stetig bleibt, welches Paar spesieller Werihe für 
« nnd t man auch ans den Interrallen «' =s a bis n = 6 und f ^ o 

bis r = OD herausgreifen möge, voraiisgeseUl, Uass f(u) während des 
Intervalles u = a bis k = 6 weder unendlich noch diskonünuirlich 
wird, so ist es eriaubt, in dem fraglichen' Doppelhnegrile ^Integrt* 
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üoiien in umgekdtrter Ordnung vorzune^meu und es alsu in der 
neaen Fonn . \ ' 

10) / — ~ / siHhtnf{u)dH 



dannsUlleii. Die Intognlion io^Boieliiiiig Mfii ist liier sehr leichl 
auszuführen ; denn^nien bat filr V -1 ^ ^ 

/cW|t'i*|||/(ll)<hl 

= / «~ -^^^^^^ir — = 2? [/ •*'*"*^")*' 

* » 

d. i. wenn man die Formel 7) berficksicfatigl ^ , 

Subatitniren wir diess in 10), so redu^irt sich das in Rede stehende 
Doppelintegnl auf eia einiachea nnd nach No, 9) eriudlen nir jetit 
die merkwardige Formel 



^ 9 r^^^ g>(x + }ityl-i)-(f(sh (yl-l) 



0 



«0 «ir aaMM dnnlb «Nse.BtivMle iUualriraD wIIcb. ' . , . 

f IS. 



Pie Funktion a)(a;) = — gehört unter die grosse Zahl derjeni> 

gen Fuakiiuuen, auf welche sich die Formel 11) Un vori^n Paragra» 
fOien WNBdeNi li«»M df nä«M.. . • . i 
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— 00 



ist, ,so erfüllt y(a;) die ibm auferlegte Bedingung. Beachtet man fer- 
ner, dass jelzt unter Voraossetxung eines positiven x 



so führt das Theorem 11) unmittdbar zu dier Forinel 

Hieraus ttsst sich ohne tAljihe auch wieder die faalbconvergente Reihe 
^leü,eü, was um so weniger überflOssig ist, als diese Ent- 

Wickelung viel Licht auf die Theorie jener Reihen wirft,* «Sdireibt 

man nimlich die Gleichung 1) in der Form 

80 liegt der Gedanke sehr nahe, das Integral auf der rechten Seite 
fkKlurcb SU verwerthen, dass mau deu Biucli ■. , a . i 



*2 



in eine Reihe ▼erwandelt » und darauf die «meinen Glieder derselben 



nach HulüpKhation mit — ~— inlegrirt Man fc^nn id>er die frag- 



liehe Reihe nicht ins Unendliche gehen lassen« mii die bekanpte 
Fonnd 

, f > i I,* — . + .... m inf. 
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tm iclit gebrodMneB v forauselit, im hier.wi» 0 s ^ m seties 

wftre, w^en des Intorralles f s 0 bis l s od nicbt sn firlaDgen ist» 
Man 1111188 8idi daber oiit der Venrandlung iQ eine endliche Aeihe 
begnügen, indem man dit Fannel 

-^-5 + _ „1 + if (— «H»*»-» 

in Anwendung briugt, die für ^edes beliebige v hcbtig bloibu Mau 
findet 80 ohne Mühe: 



^2ii-l 

•••• + ( 1)" jp2»-.l 2 



e»»<— 1 1 



0 

und durch Ausiührung der einsefaien Integrationen rechte nadi For- 
mel 3) im §. 14 



(-1)« , A*^ 
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Da nuu feruer i das Maiimiuu von — %_Lhtt2 ^ innerhalb des latcr- 
valles ( SS 0 bis ^ = ciQ ddibLeUt, also 

igt und ausserdem der Faktor — i— während desselben laLervaUes 

1 

sein Voneicfaen niclit Intot, so ist 

»00 



. 1 ^ X j 1 



X 1 

und mithin dürfen wir das Integral ^ Fm-i — setzen » wo X 

einen positiven Sehten Brudi bezoiclitiei. Suijstituiren w dies in 3) 
und die so entstehende Gleichung in No* 2)» so gelangen wir zu der 
Fonnel 



I • • « 



. . (-1)"+* I» Ä«»-^ , „ 

- '211-2 1^ "2^" ^ 

ergiebt sich endlich dnrch Addition der identischen Gleichung 



n ^ ^-^t - 



für 1 — A = ^, wo ^ posiüv acht gebrochen ist 

+ "Sr "IST T . 2» .^^-^ «»^ • 

Biese* Resultat stimmt vollkommen mit dem in §. 12. U. verzeichneten 
iiiMiiinwin wd man orhAU das Iditere dirmii, Mem iiian « e ft, 
^ « setzt und ntish gescMetter Sohti«ktlOik> mit k nmllij^lizirt. 

11 
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Zugleich hat nuta aber den Vortheil, den inoern Grund der nicht 
durchgingigen GonTergem der Reihe lu. erkennen, indem das Integral 

welches den Rest der Reihe bildet, für unendlich wachsende n sich 
nicht der Gräoze Null nähert, sondern im Gegentheile unendlich 
w&chst, ohschon et ant^nga abnimmt. 

II. Nimmt mau das Integral vou e^du zv^schen dan Grinzen 
« s 1 und u ^ — OD , äo wird 



— OD 

und hierant gaht hervor, das» mau = — seUen dürf. Dies« 
giebt 



X 



wo 2t den Integrallogarithmus bezdchnet; ferner Ist für = * 

Siinht — fef co</i< 

Mittelst dieser Subatitutionen eihSlt man ans der Foniel 11) in §. 14 

xtinkt — htcoslU 



J e»^'-l 



0 



III. Da in der ganzen Ablehmig unseres Theoremes 11) in §. 14 

durcliaus nichts liegt, was uns n4tbigte, den Gates«» «, h «nd f{u) 
nur- reelle WertUe beizulegen, so sind wir berechtigt, dasselbe auch 
auf, talnba l^aiikliow aumMeaa« .welche ihre fintatebiuig 
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dar htegralion einer imagin&ren Funküoa f{u) zwischen imaginären 
Geinten « und 1^ verdanken. So ist x, B. fOr a — f , 6 + t*< 

M = gl wo I' = 

uad daher muss unser Theorem auch l|3r diese Funktion gellen. 
Diese Bemetkung ist deswegen von bedeutendem Gewicht, weil sich 
mit ihrer HOire zeigen Idsst, dass jenes Theorem gans allgemein 

für jede Funktion q>{a) gilt, wenn nur a; keine solchen speci eilen 
Werthe erJiiUt» dass ip{x) dadurch unendlich würde. Hierzu .hedarf 
tt nur des Nadiweises, dass jede Funktion f(x) unter die Form 

glibracht werden kann. Setzt man nun a = — «t, 6 = -f-®' 



10 wurd 




NuDfflt man hier « , i«o « ekie neue Variable baeidniet, so 

wird du = idv; an die Stelle der früheren Gr&nzgleiGfaungen n =a 
— 00 1 und II Ä OD I treten die neuen t>i = — od * und vi = 00 1 
d. i«äs — OD mid&3sot>,imd somit gehl das obige i)of|»eiin* 
tegral in das folgende flbef 
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i sin XV dv i q>{t)cos vt dL 



^ CD « 

Denkl man sich jedes der beiden in Bezug auf v genommepen Inte-' 
grale in iwei andere von « = 0 bis t; = 4~ ^ ""^ v = 0 
bis « s — OD zerlegt, und beniduichtigt, dass der Ausdruck 
CQ8 wv co8io die Eigenschaft ^(— v) = %/f(v) , dagegen siHsafCOsiv die Ei- 
gensdiaft ^( — o) = — besitzt, so erkennt man leieht die Aich- 
ligkeil der Gleichungen 

^ i cosxitdv I ^{t)cosvtd$ = j cosjcvdv / cpH) cos vidi . 



— OD 



i P"^ P'ß 

^ / ainjcvdv j ^(t)co8vtdt — 0. 



— OD B 

Der Werth des ersten integrales ist aber dem Theoreme von Fourier 
zufolge *) s=s (p((ß), wobei er uuU ß gauz b«iliebige pi>äiUYe .Grössen 
sein iLÖnnen und nur vorausgesetzt wird, dass x zwischen a und ß 
liege und für liein dortiges x die Fonlttion ^{x) unencMicfa werde* 
Bleibt daher <p(x) endlich für alle x von ^ =r a bis = so 
kann man die Gleichung 

(pix) = / (s^fi^)du 



behaupten mi sas m einer ideBtis^lieo machen, indem man die für 

ff, h und f{u) angegebenen Substitutionen vornimmt. Die Formel 11} 
tn §.14 bildet mit dieser Erweiteniiig die aligeuieiiiste der ein- 
l«ehi^n'6«|nmeafafittel«..di(ß Aur vci|laiigt.warden.Jkaiui und bietet 
zugleich den grossen Vortheil dar, direkt .d^jeug^fi OpepiliiMien 
aufzuzeigen , mittelst deren Sq>{x) aus g>(x) abgeleitet wird. Das bis- 
herige Verfahren nämlich , um die verschiedenen Funklionen nul end- 
iiclico DüTerenzen zu integriren, war ein durc^us indirektes, indem 



*) Eine aasföhrlich« Dmlellung <ier .mit diesem wicbtifen Safzn xasjinameo- 
haogeoden Lehren fin4ef man in des Verf. „Ana ly tischen öiudic» il."* 



V 
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man nur dadurch tu der Lösung einer Aufgabe kam, dass man sie 
auf mehrere andere bereits gelftsle zurfiekffihrte, womit ^icb xuletit 
Alles auf wenige GrundformelD reduzirte, welche man durrli Umkeh- 

ruüg der eint'adihicui DiiTerenzea[ui mein erhallen halte, 

10. 

Die Methode, welche in §^ 14 aar Keantmis von S^x) lifaite» 
1388t sich ohne grosse Mühe auch zur Bestimmung der vielfochen 
Summe 2*yip'x) anwenden, wo m eine, ganze positive Zahl bezeichuet. 
Denn aus 

1) <p(4P) = /^fm)du 



folgt, indnn man mehrmals hinter einander die Summe nimmt, 

WO es nun darauf ankommt, den Faktor 

1 

in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, so wie es in }. 14 für 

n = 1 schon geschehen ist. Man gelangt hierzu durch folgende Be- 
trachtungen. Bezeiclinet man den Dillerenzialij^uotieaten von xpifi) 
mit l^(s)> so gilt der Satz*): 



*) Ueb«r dit Ableiimig dieser von Udiiul«» gefiudeoeii Formel lehe nun de« 
Torf. HandbMh der DifbremialrecknDnt 101* Formel 8. 
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oder fttr -r-^r = ^ 



3) (— l>"-»i)*-*Z 

n^l »-1 »1 nA 

= JjZ + JjZ* + J^Z^ + ... + ^«^ 
wobei die mit J hezeichneteo Coeffizieoteo mittetet der Formel 

= |)« ~ (j, . l>'»(p - 1), + (p - 2)'»(p -I)t—(P- - l)i + ... 
beetinubt wdea. Yenwodelii vir uiii jeden in te ReüM 

+ \m + l,/>*2 + ... + >i»^x^-*z 

voricommenden Differeniialqaotientea nach dem Schema S) und lassen 

die hier vorkommenden Grössen A«, <it» ^»-t der Hand noch 
unbestimmt, so erhalten wir * 

5.Z + \m + Ifi^g + ... + 

n 

» (3 3 3 3 ) 

— J|2 + ^j|Z* + JiZ» + i#Z*J 



+ 1^!^ + + ... + /«z*| 

oder geurdaet nach Poteozea van Z 

(fl 1 n '2 n .1 n n_l| 

- \A^j^ - A^j^ + V» — ••• • + (— V^.-i-'ii ^ 

(n 2 II 3 m tt-li 

+ Va - Vi + + ^ 



iß »-3 II ».4 ) 
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SeUl man nun die CoefliiienteD wn 1». f»v • . - JP^* slipmtiidi 

= 0 und 

« n-l 

$0 hat man n Gieichungen mten Grades mr Bealkmiiittg der bisher 

n n » n 

noch iinbestiannt gelaaeeneD fi Goefüiieiiten Ä^, A^, ij* ••• und 
rür die to erinfteDen Werthe dieser Grtasen gilt nun die ^leichong 

Kach Formel 6j in §. 14 hat man femer w^en -jfZTi ~ ^ 
Z 



= - + + i + a y 125Zr 



und hieraas ergiebt sich durch suocesstve partielle DiffereoiiatiMiea in 

Beziehung auf z. 



0 



und wenn man dies AUea in dU Gleidiiing 4) eubatitviit, so f«r«an- 

delt sich die letztere in 

1» • I * 1 * 1 

.... + 
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liier wolleii wir rar Abkärrang 1.2.S...M mil m' beMiduen 

5) ig — + i«* - i.l* + = 

»> Xt — A^* + — + .... = Tf 
seCicD und die giuue Gleicliung mit ( — 1)^^ moläpliiirco, Vermöge 
des Werlhes von X nird dum 

1 



n 



1 



= (n-iril-i^ - (fi-2)'X-,-^ + .... + (-iri'i,^ 

+ (-l)-U -i- + ^ 

+ (-i).-»2 n + (-iy-2 

0 0 

* 1 

wobei wir um grösserer Symmetrie wiflen (— »l)^'0'it-^l[lr 
■ 1 

(-1)*-% — sdureibeii werden, indem wir miter dem Symbole 0* die poeitife 

Einheit veislchen. Setzen wir z = hu, luuitipÜziren mit e"^f{u)du 
imd integrirea daretif twiscben den Grinien u s is tmd « aas 6, so 
wird 



, (-l).-«0' • /"l ^„ , j 

+ ^-^5 — / V «"A»)«*« 



m 
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• 0 

Du «iulacfaen Integrale, welche auf 4er rtditea Seite vorkommeD, 
stehea unter der gesieiiiscbaftlicheii Form 

worin y den noch imbekannten Weilh bezeichnet. Man hat aber 

« it'^f{u)du d. i. = g>(x) 

und mithiu 

/->(«) 

Für das erste Doppelintegral in 7) iiann man audi, abgesehen vom 
Coeffiaienteot aciireiben 



0 

und ganz ähnlich für das zweite 

«w— .1 * 2 

0 

wobei f SS V-^ 1^ I^*^ «IkD dieaen SiibatitutiMien erhilt man aus 

No. 7) 
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0 

Nach Formel 2) dies zugleich der Werth fön 2(">9(sd) ; fugen wir 
zur GomplettiruDg desselben noch den aus n wUIkührlicfaen Constan« 

ten gebildeten Ausdruck * 

Co + + ^2^^' + •••• + ^»-12^"' 
htDzu, so erhalten wir die allgemeinste Summenformei: 

jjizi- / y(f>iaj"-* 

üi\»-»0* " (-1)" " 

.... + ^-^^ *<. I<pi»)i* + "4^ 

+ (-1)- a / 2vrr 

+ Co 4- C^a; 4- Cja?^ + .... + ^,-1^?*^*. 

Nehmen wir beispielweis t» 2, so sind il, und aus den Glei- 
chungen 

ZU bestimmen; da J| = 1 , = ^ ^s^« bo folgt tsi \ , s=: 1, 
und mithin 
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*^ 0 

*f- Ci«. 



2 



In der Anwendung auf die spexielle Funktion g>(x) » S^^bt dies 
sehr einßicli 

TP TP 2» 

wobei man, wie in §. 15, L leiciit eine balboonvergente ReUie fOr da* 
Integral auhptituiren könnte. Der vortheilbafle Gebrauch der allge- 
meinen Formel 8) erhellt hieran« von s^st und an ' Beispielen dani 

wd es nicht fehlen , da die FuDktion f(x) nur der Bedingung, end- 
lich zu bleiben, unlerworfen ist 

fi n fi 

Für die Berechnung der CoelBzienten Aq, , ^4, etc. verdient noch 
der Umstand hervorgehoben zu werden, dass mau statt der iudepen- 
denten Beatlmmungsweise auch eine rekuraive anwenden kann, die viel 
bequemer ist Bifferenzirt man nSmIidi die Gleichung 4) d. i. 



« 

L - 

«»-1 



und berücksichtigt, dass 



(«»-1)-) (f*^^^-» ^ 

ist, so wird snl|diit 



Digitiz 



m 

(-1)"» _^ 



= ^•''(-iirr) + ^'^'(i^^ )+ - + ^-^(^)- 

Hier kann man das zweite Glied der linken Seite nach Forme! 9) ia 
eine Reihe verwandeln und wenn man nach TranspMition derselben 
mit n dividirt, so wird 

(-1)" 

Vergleicht man dits \mi demjenigen, was aus der Gleichung 9) her- 
vorgeht, wrnn man iu ihr » + I an die Stelle von t» setzt, so erge- 
ben sich die Relationen 

»+1 « «+1 « 1 » «+1 n J » 

SS Aq ^ Äi ^ -f -—A^ , = 4, + —-Äff,,** 

Ii n 

überhaupt für p>0. 



»+1 n I M 

10) = + ---ip-,. 

I* 



Setzt man weiter 



n 1 " 



wo kp ein nocli näher zu bestimmender Coell^ient ist, so geht die 
vorige Besiehung in die folgende über 

II) X^nk^i-kj^, 

Dieselbe Relation findet aber auch zwischen den CoefBzienten K in 

der Reihe 

ii(it + l)(ii + 2)...(fi + n-l) = Ktu + ^,11« + + ifl^ 
statt, wie nun sogldch etisennen vnrd> wenn man die vorstehende 

Gleichung mit n 4- « mullipliart und dies mit Demjenigen vergleicht, 
was entsteht, wenn man in ihr » 4* 1- suhstituirL Es sind 
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daher die Coeffizienten A ideaüsch mit den Facultilencoeffizienten uud 
die FoHDel 11) führt nun leicht zu der Tabelle 





l 


2 


a 


4 


5 


6 


7 




1 


1 


2 


6 


24 


120 


720 


*, 




1 


3 


11 


50 


274 


1764 








1 


6 


3d 


225 


1624 










1 


10 


95 


735 












1 


IT) 


175 














1 


21 


i K, 
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Uividirt man die Zahlen der tweiten Vertikalreihe durch 1, die der 
driUcii durch 1.2, die der vierten durch 1.2.3 elc, so ergiebt sich 
hieraus die Tabelle der Coeffiiieuteu Ä oämlich 
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Tfi 
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welche man mit HiUfe der unter No. 10) Terteichneten Rekornonsfoiw 
mel leicht fortselsen kann. 
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Midil uMMT «Dd, «ift ui dm fotifia IVie, die ttÜBraiMi 
der FunkdUMB nmaillelbar gegclM», so dM es nur einer .endüchen • 
Integration bedarf, mn . von den- DURBrenien m den PunktioMn selbst 

zu gdangen; im Gegentheile liegt oft nur eine Ueiaüon zwischen der 
Fnnktioa und ihren Differenzen mit der Aulfabe vor, aus dieser Bo- 
Bduing iBo Nnlur der Fonkfioii in beetiwnen. So iei b. B* nnnnu 
tdbar cinlendilend, dase die Gleichung 

^jf » ^ y od^ y ^ ^ =s 0 

nicht för jedes beliebige x und y, sondern nur dann bestehen kmn, 
wenn y eine geirisse nodi irinbdkaottte Ftaiktion ton x ansnuidit; 
diese PnnKtiÖD nire in den tivlisgenden PaUe leicht tu enathen, sie 

ist nämlich y = jr(jr + Ä), wovon man sicli a posteriori leicht über- 
zeugen kann , es versteht sicti aber ?on selbst , dass die Wissenschaft 
sich nicht auf ein Rathen oder Probiren einhissen. darf, sondern ststt 
dessen ein geordnetes Verftbren snr Auflösung derartiger Aullsaben tu 
sttbstituüren hat» Gleichongen von der obigen Form» deren allgemei- 
nes Schema 

l) Wiy , Jy , , .... ^jf) = 0 
darstellt , nennt, man. DiXferenzengleiehnngoUt di^enige Fnnk- 
tion y s= f(x), welche die Gleichung erf&llt, das Integ^ral der 
Diffe reuzen gl ei chung und das Verfahren, wodurch man zur Auf- 
lösung der Gleichung, d. h. zur Kenntniss von f{pß) gelangt, die In- 
tegration der Differenzengleichnng. \Qie ferschiedenen Mittel 
nnnansehiandersnsetKn, doreh weläie man die Integration der man- 

12 
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nichfaltigen DifTercnzengleicliungen bewerkstelligt, ist der Zwedi <li«8€8 
dritten und leUlen Tüeiles der Lebre von den Differenzen und Summen. 

Zunächst Terdient die Bemerkung beachtet tu werden, das» man 
nns der Gleichung 1) <lie Differeazen Jy , J^y , ^*)f , wegachaf- 
fen kann, indem man sich errinnert, dass 

J*y = y, — + 3yj — y , 



* • • • • • 



bl,.: wflM iwe acte«. IW*«r ^. die Funktion fiß+^h l«Miclinet. 

■ 

Di« GIciclinne 1) nimmt dann die Form 

2) ^iy t Ui * Vi * yt * •••• ä'"^ - ^ ' 
ani so i. B, geht unsere beispietweia angefahrte Gleichung in 

a. h. * j . 

ahert aws ^velchel• sich die uidjckainile Funktion y =s /"(a?) leiAt b*- 
sUmpen Üa^l. Setzt man . näiui^ luf Reihe , »ach a , a + A , 

«.^-2fc, ... a + i^l*; » e«gieb».meh Äa Rail» i»wi-GI«ching«i 



► 1. • ' 

Durch SubsUtu^oft yon jiM» W^^wt ip *<i ftO^eiide ecbilt 



'i 
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' rt(a + Ä)(fl +2A)...(a 4- w-lA) . . ' 

vo sieb .im leUten GJie4e eine bedeuien4e Hebung vornebmen ISsst, 
nach welcher 



uhrtg bleibt. SeUeo wir eodhcb a + wih ^ x und den constanten 
Faktor 

SO i8(*/(«> «s 4-A>, WMnÜ dai lnügnl miaaiitr Glaidwuig go» 
runden bt. Etwas Aehnlidies ttsst sich mit der Gleichung 2) ror- 
nebmen, wenn man sie so aufgelöst denkt, dass auf einer Seite 
allein steht, wodurch mafi ein Resultat von der Form 

y, ar ^(yVy,), ..... y.-,) ■ 
erfoilt Man hat dann, wenn der Reibe nach x+h,x -^-^htX-^^,,,* 
für dl geselat imd 

= ^(yi . y» * yr.» im^) 

Denkt man aiefa jede ^^laifdiung in . die nSchstfolgi^de substituir^» se 

erhält m^ii die Grössenreibe 

y» » yiuN * ifn^ 9 y*tt » • • • • 

ausgedruckt, durch y > yi » y« * yi^^ «nd das allgeo^eitte Glied die- 
ser Reihe etwa y«^« giebt das Integral tanserer Differenaeng^eichung, 
sobald man sieh UMr s + (n + tn)h wiedtef klwr d g«s«lttM»en' 4«nlEI^^ 

Dabei bleiben aber die Grössen y\ Vi , ...yu-\ uabeslimnit, da sie 
nieiil von m abhängen, und bilden ebensoviel, d. h. n, wüikuhrKdiet 

CMit^itc^. ' - • . , i •• I. - .a . ' 1... 

12* 
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Bas Integrml einer Differenxengleifilivng enthftU also 
«0 viele willkAhrliclie CoostanteiiJ als der Ordnungsex- 
ponent der höchsten in 4er €leiefavng vorkoaimendeit 
DilTeren2 Einheiten zähJU 

An «mer Differeniengleidiaiig nntendieidet man endlich noch die 
Ordnung «nd deii Grad derselben. Ist nSndidi db Mebste vor- 
liommende Biffarenc ironjfdie so sagt man, die Gleichung sei tod 
der «ten Ordnang; enthält ferner die FunliUon 0 auch Potenzen oder 
Produkte von y , Jg , J*$ «tc und ist m der hAchste Torbandene 
l^tenienexponenl^ so ist m 'der* Grad der DüforämeBghiQhung. So 
ist z. S. die Gfeichung xy — • von der ftien Ordnung und 

Tom ersten (Vrade, dagegen die GleicJiung y"^ -f- (^j/)* = 0 von der 
ersten Ordnung und vom S^en Gcade. Dasselbe güt ia Bezug auf die 
Gleichung 2), welche, wie leicht cu seben Jst, immer denselben Giad 
and diasalhe.OrdBiiiig.lieailil, wie diai.iini|NraQgiKhe Gleichung 1). 

♦ i ' * ■ ♦ * 

IstoffTAtlM «er »IffeireiMlislelelMgcia mMcb UmmUB. 

Nach den am Ende des vorigen Paragraphen gemachtea Bemer- 
kungen bildet die Gleichung- • 

F + » + »-^jr =^0 
worin p , q »r entweder constaat oder aar von » aMiSngig sind , das 

allgemeine Schema aller Difierenzengleichringen ersten Grades und er- 
ster Ordnuug; für ^y sa gi — y verwandelt sieh .^dasselbe in 

wobei wir zur Abkürzung ^— ^ mit P und — mit Q bezeiduieb. 

; ■ ■ ^ r . r 

Um aber deutlicher iiervorzuhebeu , dass 114 der Gleichung 

F, Q und y Fupktionen Tnn^^soid^ iwMea.wir iP«,. 0^, ^ilnr jene 
Grossen sdireiben» so dass z. B. y« der Repfiienlant der QtiGbinig 
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y s= f{x) isl; an ;iUe stellt des = + tritt daiin yj:^.* 
nun ist , - • 

1) ir«^.jk « ^«»# + 0« 

Nehmen wir der Reihe nach « • + Ai + 

a^inZTiA, so entsteht feigende Reihe voii (»leichnngen 

= ?«ya + (?a 

Durdi Substitiition jeder GleicbiiDg in die darauf fbigende gehen diese 
Gleidraagen in die näcIisU^ilea fiber 



deren Bildungsgesetz leicbl lu übersehen isU Man haf .l^fjmfich. 

+ i'a+kF.+i*.....i'-H.»-i)k(?« 

• • • T 

d* t wenn a 4- mlb fp dt Und das ciNi8tai|l(B jr« € geseUt wird» 



,\ + Po+'iP^+X* •••• 



' •' . • ".;>:. I'». ' 



+ PjD-hQx-ih 



1 
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Ikeiui isi « nur der eineu |iediugMii|; uuiei worleu , dai» wegen 
« + mA s jr der Quotieol e|De ganze positive Zahl m seio 



aonst aber Um a willMniWb mi^i B M ei ch n et imhi 

das aus tw Faktsreft bestehende Prodokt 

PnPa 



zur ALkurzuug mit [Ps-ki^ kdim mau ^, liuler der kürzeren Form 

tu m-l Wi~-1 

3) = [Px-*] C + [P^] Oi {IV^ Ot^ + 

0 

darsLelien, ^obci mm. UQier. [P.^ ilie positive Eiiiheil Vj^r^NH» 

k , ■ ' I * » 

mns. BwOckMcbligt maa nodii, du* di« jClMdiangcn . 



d. i. uach unserer Bezeichüiiiig 

'4 . 



Statt finden, so kann man deM Ak»dru<ie S) die For» 



gdiien, die sich mitlekt eines Siun|Qeiiii^chens kilrier ansdrficken lisst. 
Es ist nämlich sutolge der Defimüon » welche wir von deui liestimmleu 
endlidien Integrale gegeben haben 
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wobei b =t ü + mk mm «Mi« M» 

= p T 7- -f--— *— + ^iT- 

Dm Mcblft Säle .sliftiBl mit dar ia.&m WMie man 9, tditanu» 

den Reilie überein, wobei diu* beaclitel werden miiss, dat»» Mir 
a 4- in^ = 6 * dori aber « isL Scbreiben wir daher x für 6 
<iiid (x—aj.'A für ist jem i 

^ • • [PA ' 
£iMlUcb luM ■» aodi an dtitf IfcsiiiiitiiteD efidiidi«ii Ini^rale; wef- 
cfaei in der PmHifnf rtfikiiayDl»*di^ Crfafen alreidibi. Demi nach 
aner twcHen Aiiffmaimi^nwine to'ftesliniiDtea «uUiciieu lulegrales ist 

iniUiiB 

«nd mna w iü» aof to ^ttgoi Ml mwen^tm^ soJUtenca wir die 

eoDstante €ir5sse ^a) mit in die CoosianlK 6' einrechnen, und hlo& 
C + <|y^x) = C -f 29ffix) fw^ den ifilMä 4«r Par^MÜ^ik^ Jw^tamu. 
Wir haben dam i,^ 

' ' I {PA ! 
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Bei den meisten Anwendungen, die man von dei Integration der 
Diflerenzengleictmngeu macht, beschränkt man sich übrigens auf den 
FaU A s 1 und verlangt rar pa» (ontive «WertiM fon m; man 
kann dann einfadi d &3 0 nehnwii unil«tel «o^ 



Um gleich ein paar praktisch braudibare Bfliqpiele'in dieier FMid 
XU haben, wöUen wir die m die DüierentialraclHHing geta&raide Auf- 
gabe der independenten Bestimmung von 

»iwina? ^ d»-'a— ar^'^ . 

Uli ibrer Hälfe Ifieen. Bevelchnen m nMidi zur AbkOr^ 

luflg mil II, 80 ist. 



lyoraus man ersehen kann, dass un AUgemfJn^n 

zu setzen ist» , Bu > » gewisse zum Ordniu^g^ndei n jn^Ntaige 
Coeffisienten sind, deren Bildungsgeselz wir zu bestimmen haben. 

Eine nochmalige DifTerenziation der Gleichung 7) giebt nun 

4- Hil, 



und wenn man dies mit der Gleichung ■ ' ' t- » 

zusammenhält, welche aus, 11) henrorgeht, indem man » + 1 an die filelle 
von II treten Uisst^ so erg«!^ «Icb'f^lgitMb.DiQi^^fifendticib^^ 
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= + (n— 4)Cn 

welche samoiÜiqU unter Form 

stehen mid daher nach Formel .6) ' integrirt werden können, indem 
mae n IHr or^ tehreibt > Daa Integral der erslwi JHäiBrenBeagleMhiuig 

ist nun iür P„ = n i , Qh = 

» 

WO C* die wUlkOhrlicbe Gonatante bedeutet; letitore beatlnmi aich «na 

der Bemerkung, dass für » = 1 , ^ = 1 sein muss, wor^ 
aus C ^ 1 und einfacber 

= W 

folgt Sttbatitniren wir dieged Werth in die iweite Differenzenglei- 
.dMUDg., so .verwandelt sich dieselbe in 

und ihr Integral ist nach No« 6) 



Bn ^ [11+2] )C" + S 



[«+3) 



Man bat nun weiter 

T = ^ 

(ii4-lX»+2)(ni-3) Ufi+2)(n+3) (ii+l)(»i+2)(»+3)J 

^ 11+2 (iH-lXii+2) 
nnd wenn man dies in den Werth von Bn suhstitoirt, 

Die Constante (7^' bestimmt sich durch die Bemerkung, dass fdr 
n s= 1 » s C| SS 0 werden mnss; min erfaiU .daraas s +» 
uttd wenn man jetst Alles zusammenrechnet 
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, , I »(M — 1) 



t 



II 



ttod wenn man lieuMill 

(« + 23 ^ (» + 2)(ii+.l)«...4,3 (« + 2)(« + l) 

ist, so TtrwandeU sich die Torige Gleiduuig in die einiachere 

wobei *lie kurze Beseicbotiiig A^^WMBokM^tiMkttkn m äakimi^m% 
gebracht worden ist . » i i . « • ' 

Snbstitniren wir die» in die We w n u ngk idni ng für C«, so ver- 
wandelt sich dieselbe in • > - 

und man findet ans ihr nach demselben Verfahren 

und aus den bisherigen CoeflizientcD An , , C„ ^^irti maii mm leicht 
das BildonssgeseU aller CoeffiHentaB entnelynen können. Mau hat 
uämlidi ' > 1 

■ — z?*-^ . 

I l ' H - 

y^d wenn man »—I an die 8t^ ^ i ^o i <|^e< y , ^ a*^^i|* 

Formel zugleich den Werlli von j ' ' 

4; I , >^ Aresin X 
-. . I 

und iwar m derjenigen Gestalt, ^e er von Mar sncrat bekannt ge^ 
maciil wiirdipi . " ] ; v '* ' N ^ 

■ {J »1.1'. •■ -» , u». j: fH .SM .» 



...... ^le 




Sowie die QeichiiDg ifjt^ = FmSm + Qx oder eiiifiidier Ar 
h SB 1*), tfg^i -^'f^ ^ Qx 6a9 aOgieiDeiiie Sdwnia der DüTcreii- 
teiigleichungen ersten Grades mid erstier Ordninjg ist, so «tolll die 

Gleichung ' 

.dM iü^HNiie Fmi der aiffDiicim«gleiefc»Mg emUo Grades- «od 
*<MiMWg dark ' D» tB.käm illg^meina' Malhad>!.gielil> wodurcfa ohu 

m jedem Falle «i dem Integrale 9.r in der»elbeil gelangen liönnU;, so 
wollen \VM* die v^rseiiteUeDOu Verialiruagsweisen, < luiUeUl deren mau 
iii'.fU()»ciWi4NliH' j^i»^jap«tiwll«ii EaiU. ,pp.2»el# .gelapgi^ eamulA aadi 

Am leiditestoD ist die Integralioii der obigen Gleieiiung, weiin 

die Coeffizienten , 0.r > • • von x nnablkaiigitje Grössen, also 

' ** 

Constaaten sind und Audeich = 0, also einfadi 

1) yj4« + ^4*-i + Ojfi+«-» + + J'y»u + t^y* 0 
ist. Man selae nSnnlich in diesem Palle A', wo il eine vor der 

Uand noch unhestinimlc Grösse bezeichnet, so wird 

oder nach Division init il*, / . . ' ♦ • * 

2) Jf + Kl«-« + »*^^'+ V. 4-« +^ A . 1 . 

In dieser GieichiM#<k«ttmt''*gar kein «/inehr vor>iiild da* J^,Q:,T,U 
bekasnl sind^ so ml die einzige Uidjekannie, i deren Werüi man jetat 

Es isl loithl zu sthpii' (fofä?; die^c Spezi.Tlisijiing, wn der wir Jdinflip immer 
Otbraiwh ujauheii wicrdeii, die Aligemmnhoit rurht heeintrAflitigt. PfMin wnui sii b 
,j|m t ail4<vrlt iiimrai ^ una h zu; t^eizl niiiUiaUo üin üfide etnsr «Bier dur Yor- 
aussctznng des InkremcriieK 1 g«fu|irtci) Hecbiujng Cur -4^ oder = wo 37' 
^ hx ist > so beziehen sich diu neuen Formeln auf den Vall, wo sich die neue Va- 
yi«hle at' nm'Ap ändvri; tiwt'biAn nacblicr ^-ACccal we^, so ist die AllgeoieinhMt - 
^'wiMiilliliwIlllll u i'«< li.>iu 'Isfii. li'..» 
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durch AuDösung der obigeu algebraisclieu Gieidiuug erhilt Menuea 
ivir A| « As • iU ^ WunelD dertelbeD, to sind 

ebensoviele einzelne Integrale der^ Gleichung 1). Nan ist aber leicht 

zu sehen, üass auch der allg^emeiue Ausdruck 

woriB Ci > Cs » wiUKfiliriiclie ConstanlM bmijclNieii,. difs, Glei- 
chung 1) befriedigt und daher bildet derselbe das ellgemeiiie In- 
tegral der in Rede stehenden Differenzengleichung. 

Zvei PiUe bedMsii Wer aodi e^ne^ beeondirehi - UotersiMiMig, 
ninUdr des Yerlieiniiett m»*' imaiKiiiArift «ad ebeaM! dss' ton gimben 

Wurzeln in No. 2). Im ersten Falle braucht man sich nm zu erin- 
nern, dass difi imaginären Wuneln immer paarweis v4M'haBden sind, 
els«l eibe, etn« A| toll- der Fim o + jff^^uid daün andere, 

etwa » von der Form a — sein muss. Setzen wiir aber, 

was bekannUich immer angeht, ' » • - . . ' 

so wird 

<7.jL* 4. CiL* 

oder fAr C| *=H% > t*p ' . . , *. 

•'4)' + Cjitj' = tiffcosdc^ + t^^'imo^ » • 

und dies wäre also an die Stelle der zwei ersten Glieder in 3) zu se- 
tzen, sobald Ii und zwei coiyugirte imaginire Warsein sind. 

Kommen in der Gleichung 2) gleiche Wurzeln ?or, etw^i =z l^, 
so läi der in 3) verzeichnete Ausdruck nicht mehr das allgemeine 
kitegval der gegebenen Differeouiii^diwig; defln'vs gcin derselbe in 

. über und wenn wir 64 + ^ mit einem, eipwgen IMlstabeo bezeich- 
nen, so eniiuUt nicht mehr n, sondern nur n — 1- fnUMMÜshe 



DigitlZCü by Google 



t 



m 

Constanten, ist aiso kein allgemeines Integral, indessen kann man 
sich leicht hcIDHi; tci nAmljic;)! zunächst k^ sa j^ + i^ so hiadert 
nichts 

nt setM^ <?. «Dd swet .Mm vqHhührlicfa« ConstaiileR bezeich- 
nen; es wird dann ». , , , . ^ 

und wenn iiuu ö l>is 2ui iSuil abmuimL, aiso X^ wird, so «T- 

giebl sich 

Wiren drei gleiche Wuneln Mtete Ji-«^ X» *^ Igt 90 nefane 

man vorerst =b ^ dt,^l, ss 1, 2il und - 

'1 ' /».--i./v jj li_ . 

"i . » . t . \ 

r 

■ ^ =^ ^ . • ; . - 

so wird uadi diesen SubsUtutionen . . 

imd wenn' man jeltt d in Nnü übergehen, also ^ » ^ ^ wer- 

den lässt, so konuDt - . . 

.6) c^K' 4- W + W 

Bei vier gleidien Wanehi wMe man »wichst » 1« + ^ » ^ 
s:Xi+aa,il«sAi4-3^ ^ wUOtOhrfichen 

Constmiien . C, , , Tier neue wiUkuhiiidieGiBStanleB IJ* ; C" , 

C" , 4er Art einführen t .diiss ' • . ••^ *' ^ .J)».- 
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wird und nun d bis tof Gräme NtoR alttehtfieli • lasüeik ' Fir 3% 

= = wird dann 



Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erliellt leiclit. Um end- 
lidi die bisberie^n Bemerlnmge»* «1 dnom Beispiele deutMeh zu ma- 
chen; 'wflden mir die DiffiBnw m wgi eitlwti g 

Die Substitutioji yx = fülirt hier zu der algebraischen Gleidiung 
i« — . 8X» -H — 30il + 18 0 

oder 

a*— 2Z + 2)(X — 3)» «=r 0 
welche folgende 4 Wurzeln besitzt: „ 

jl^ =s itj^ aas S. , , \t • '^ " t • ,/ • . 

Da Ii und itj eonjugirte imaginfire Wuneln suiiiy derun Hoduliid. 
Q ^ und deren Argument ^ = ist, so* haben wir nadi No. 4) 
Statt Cfliti' + Cji^' den Ausdruck 

ZU a^ibsHt«ir«n. ' Weil: litniev"virei r^ihfr ^9^iri|da A# nF^^"^^ 
den sind , so ist No. 6) infolge statt C^^l,^ + tdffriJwadnick 
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zu setzcii , wul ei wir der Symmetrie wegen und für C und C 
schreiben wollen. Das ToUständige Integral der DiHerenzengleichung 
8) ist nun 

9) y^- c^4^ €9$ ^-{-ti^Wim^ + <^3* + t^-} 

und man wird sich jetzt aucb « poiteriari leicht Aberteugenr ^anf 
jede ejnzeloe der Funktioi||Mi 

Die Gleichung 8) befriedigt und mithin der in 9) ferzeichnele Au»~ 
druck der allgemeioBtc ist» welcher dieselbe £igeoschall besiixt* 




Wir kehren jetzt wieder zu der allgemeioeu Gleichung 

nupAck' «nd xm nm e iri g e fietraditmigte' daMb^ toiust^Hen, urefcbe 
eine Vflb>aUgemeiiNning der Htf furigeir Paiagraphen' liemitaleir liiCegta- 

tionsmethode zum Zwecke haben. ' ' 

Untersuchen wir zunäclist den einfachen Fall, ifi welchem sta^ der 
rechteD Seite die Null steht, also die Gleichiuig Ton- der ^orffi iat • 

so erhellt leicht, dass es hier nur darauf ankommen wflrde, fi ver- 
schiedene spezielle Fanktionen, etwa 

i i i n . 

"4 *r * *x » ♦ • • • • 

aufzufmden, weicht der Gleichung Genüge leisten. Denn wenn jedes 
dieser sogenannten partikulären Integrale die DilTi^Kcnzei^gleicbung 
befriedigt, so ist dies auch mit dem Ausdrucke . 

II 17 3 S HH 

8) xx = Cifx + Czx + + .... -h Czs 

der Fall, wie man durch dessen Substitution gleich finden wird, und 

' , Ii'"*' 

folg^ili bildet der vorstehende Ausdruck das allgemieuie Integ^l der 
Gleidiang 2), weil derselbe n winkahrKche Cönstanten 
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C , C , C t C i 

in sich enüiftlu Ut man nun auf irgend eiiie Webe tu 4en partikn- 
Uren Integralen der Gleichung 2) und Ton da weiter zu ^em ailge- 

TTieinen Integrale derselben gelangt, so hai e» .iu<h keine wesentliche 

Scliwierigkeit, die Gleichung 1) zu inlegriren, und zwar auf folgende 
Weiae: . > - 

Da die ursprAngliche DifTerenzengleichiing von der in N(j. 2) ver- 
zeichneten nur in dem einen Gliede Vj. dilTerii t, die Form des Inte- 
grales Ton No. 2) aber bekannt ist, so liegt der Gedanke sehr mdie, 
einen* Versuch darüber zu machen, ob man der Gleichung 1) picht 
durch eine dem Integrale s« gans Shnfidie Form genügen kdnne. 
Wir setzen daher hypothetisdi - 

4) y« = F^^ + F.«, + F*s, + ... + F„9s 

worm 9« ^e in No. 3) die partUnUären Aufltoungen 

der Gleichung 2), an die Stelle von den Goastanten C. , C , C 
aber ebensoviele noch unbestimmte Funktioai» ?iiii -d»'^;Mtat wor^ 
den aiiid. Qienis ergiebt sich nul noMat, wenn « rf- 1 für # 
subatiCuift wird 

wobei wir statt F^+i überhaupt 4- JF:^ öchieiben wollen. Es 
wird dann 

I " 1 1 a » m 

+ Jh^JFs + +..•. + 9^JFs 

lüer ^Betzen wir «m zu. Terein&ehfln 
80 daas nur übiig bleibt 



iMsen wir wieder x um eine Euilieit zunehmen ua4 schreiben wie 
verfain F» + JF^ statt F^., so ergiebt sich T , 
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II '12 n n 

' ~ + ^«S^«+2 + • • • • + ^r-x-M 

• 113» » • 

wobei wir wieder liie zweile Reihe = 0 setzen. Es isi dann 

1 1 'i 9 UM 

und die vorige Gleichung wird einfadier 

11 2 'i n » 

Wendet man wieder ganz dasselbe Verfahren an, so Üodet sich, dass 
unter der weiteren Bedingung 

die Gleicfaung gilt 

11 'i ) n n 

Wie man auf diese Weise Fortgehen kann , ist uninittelhar eiuleuditend, 
und man gelangt so his zu den Gleichungen 

II '2 '2 » n 

aus deren letzter sich nuch ergiebt 

II '2 7 «II 

yx+» — ^t^s+n 4" ^**x+n + ••• -\- F^Mx^n 

1 I '2 '2 » n 

+ Xg^JFa + + + Xs+mJFs 

wenn man wieder j: + 1 'ör o; und + für Fx+j setzt. 

Subsiiluireu wir nun die für » ys+t » Vx't^ $ • • * » jfx+n gefundeneu 
AuisdrAcke in die Gleichung 1), so findet man bei. gehöriger An- 
ordnung 

1 / 1 I I 1 \ 

Fm\ß»^ + Fäfiis^^ + Qm»m>h^ + + «/ä/ 

/ •-• U 2 2 \ 

4- Fx\zx+n + /^:«*-H«-i^+ 0«**+«-» -I- ... + 

+ • 

n I n n n n \ 

4" Fx \24r+».+ '*»«+n-i + Ö»*«-H»-a + ••• + ^»**/ 

112 2 « n 

13 
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Da aber die iiartakidären lotegrale der Gleichuiif 2) 

siod, 80 befriedigt jede dieser FunktioDen die genanole Gleichung; 

hierdurch aiiimilirt sich Alles, was in den Parenthesen steht und es 
bleibt: 

1 1 «t 2 n n 

Fassen wir das Bislierige zusammen, so lautet das Ergebnis«i folgen- 
dermassen: die Annahme 4) würde richtig seiiit wenn man die n 
uitbekai|iite& Funl^tionen so bestimnen k^ftimte, dasa aie den Glei- 
chungen Ö), 6), 7), 8) und 9) gleichseitig genAgen. Dies ist aber 

immer möglich ; denn sehen wir hi den genamiten Gleichungen nimlich 

!1 t S 9 HS 
a «2 • » 
s«+s^F« + %M^^Fg + ... 4 «*+»-^F* ^ 0 
• 
[1 1 t • n 
112 2 * " « 

Zx^n^Fx + »s-^^Fx + .f. + Xjc+^JFs = Ys 

die n Diiferenzea 

1 2 n 

^Fx , ^Fx , .... /^Fx 
als Uübekannte an, so sind jene Gleichungen sämmtlich vom ersten 
Grade und man iLann daher Jederzeit diese unbekannten Differenzen 
bestimmen. Aus JFg erhält man nachher F« selbst durch endliche 
Integration. Dass nun der so gewonnene Ausdruck 4) wirklieb das 
allgemeine Integral der Gleichung 1) ist, ergiebt sich aus der Be- 
merkung, dass die Funktionen F« , , ... F« durch Integratipnea 
gewonnen werden, mithin jede eine willkAbrliche Gonatante bei sich 
führt und folglich der Ausdruck 4) in der That n willkülirliche Con- 
stanten enthalt. Das GesammUresultat unserer ünlersudmng besteht 
also in dem Satze, dass man das allgemeine Integral der GUichung 
1) finden kann, sobald sidi die partikuliren Integrale der einfacheren 
Gleichung 2) angeben lassen. Da Letzteres immer möglich ist, wenn, 
wie in §. 3. , P , Q , ... T , U constaiite (^oefiizienten sind, so folgt 
hieraus als Corroilar, d4$s sich die Diffjßreozen^eichung ^ 
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i«d€neit integrirea litsi. 



Mehüieii wir beispielsweis P=«, Q s=s n = 2, so geht 
die Gleicbung 1) oder die vorsleheude in 

11) y«^ + <«r*+i + 6»r =s F, 

über. Die «nfiidiei« Gleichoog 2) ivire 

uod ihre partikuläreu iulegrale sind 

12) «X = A,^ , 2, Aj* 

wobei ^ und die beideu Wurzeln der quadmlischi^ii Gleichung 

13} ül + b = Q 

benidineii. Mtcfa No« 4 ist mm 

14) if, Iii, + >Ä - ift^* + lUs* 
SU setzen und hier müssen V'^; und K den Gleichungen 10) d. h. 

genügen; man findet daraus 

1 1 Fe IV 

und auüiui durch Integration 

^ 1 

= + ^ "3;,^ 

* 1 F. 

wo C| und die inllkfihriichen GonsUnten der Integration si|kl. 
Sobstitttirt man dies m 14), so ergiebt sich 

15) u = C;,^,' CjA, 

als Tollstftndiges Integral der Differenzengleichuii^ II). Für 

z. also ^ 

18* 
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Jiraiicfal t&au sich uur au eriimera, diss 



X 1 { X-l SB \ 



ist und man erhält dann durch eine leichte Aeduktiun 

oder wenn man die Wertbe von il| und selbst hinsetzt 

^ 

Diese Formeln passen übrigens nicht auf den F«U gleicher WutmIb 
A| = k^; man hat dann statt 14) 

ZU setzen, wodurch die Gleichungen 10) in die lolgenden übergehen 



hieraus findet sich 



mithin 

= i\ - 



1 P' 

^' ~ ' » ^ A, V 

und als vollständiges Integral 

16) = f\A,* + (>A,^» 

Für a « — 2lr , 6 =s ft< hat man emfach Ai *» fr zu setzen und 

damit das Integral Ton 
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6* 5. 



Nach den iiu vorigen l'aragraphea gegebenen £rui*lerungea kommt 
es nur noch dairamf an, (Ueichwigen t#ii der. Form . \ ' 

«4:+i» H-'-P««?**»-! + 0»«x-Hi-t +! + = 0 

oder was auf dasselbe hinauskommt 

• Ii. 

l) ys+m = fsie*44»-t + ö*y«+ii-2 -f ... -h ^xy^+i + i/*y..: 
zu iotegriren, da man aus ihren Inte^len leicht da« Integral der all- 

■ 

gcmfinsten Differenxengleicbimg ersten Grades und Hier Ordnung ah- 
leiten kann. In vielen Fallen nun ist hier die Substitution 

sehr fordernd, wohet eine noch unbekannte Funktion von x be» 
leicbnet. Blan erhält nfimlich aus ihr der Reihe nach 

= Px+iPx-hiUx-H — pxpx-i-ipx-i-tyj! 



Oberhaupt fQr ein ganaes positives m 

oder uacli der in §. 2. cingf^Iührten Bezeichnungtjweise 

m 

Dur«h Substitition dieses Ausdruckes fflr m » n » n — i , 1 

gehl nun di« (ilekliuü^ 1) in eino andere über, welche eine durch- 
gängige Hebung mil |a« geslallel, bo dass noch übrig bleibt; 

Diese Gleichung enllialt nuji die eine rnl)ckannle prl kann man letz- 
tere daraus bestimmen, so lühil die Itilegralion der Oilferenzcuglei- 
cboDg 2) sofort sur Kemitniss von y^* nämlidi es ist 

.r 

4> Vx = C[Px l]' 

Diese RediÜLtionsmetbode Usst sich z. Ü. auf die sehr aJIgemeiue 
Gleichung 

Dr^l' n 
.... + £n.X*+m]y*+i + ^[Xr^fidlb * J. 



1 
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anwenden , worin A,B,C,...H,K cöiislante Gröäden sind und X 
eine beliebige Fuiiklion von x beieichiMi. Die Gleichung 3) verwan- 
deU sich nAmlieb hier in die folgeode 

und dieser genügt man durch die Substitution 

worin X einen noch unbestimmten eonstanlen Faetor bentcbnet» IKe 
Yorstdiende Substitution giebt nSmEdi «nnftchst 

Ebenso findet man weiter 

4 4 



und überhaupt Dikr eine gamn positife Zahl r ... 

r r 

Sttbstituiren wir dies f ur r s « , n — 1 « 2 , l in die 
ebang 6) so geht dieselbe in folgende tftcr 

.... -j- HX[Xx+m]{Xx->-m ji-hI "h ^ [-^x^m}' 

Die Faktoiielieoprodukte, welche hier auf der rechten Seite Torkom 
men» stehen unter der gemeinschalUichen Form 



n-r 



Man kann daher die Gleidiung 8} mit [X«^] beben und es bleilit 
dann die Gleichung 



9 
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X« = i«A«-' + Bk>^* H- .... + Hl ^ K 

oder 

9) — iA«-« — äA»-* — ... — J5ßt IT =s 0 
übrig, welche zur Beiluiniiilttg fon l dient NenocD wir 

A| y > ^2 • « • « • • 
die n Wurzein der Gleicbuiig 9), so siod nach No. 7. die Ausdrücke 
P* = AiX»4«_a^ > ^i X» ! w Iii ! » X^tÄx+mst+i 

ebensovide ▼erscfaiedene Aullfisttngea der Gleichung 6). Jede von 
ihnen führt naeh Formel 4) m einem Integrale der gegebenen DÜTe- 

retuengleichuiig und mitbin sind 

d. i. 

die parlikuUren Integrale unserer IHfferenxengleichung, wobei Ci , 
€^ , , Cn witlkfibrlidie Gonstanten sind. Nach der im An- 
fänge von §. 4. gemachten Bemerkung gieht nun die Summe dieser 
partikulären Integrale das allgemeine Integral nämlich 

10) yx ^ \CiXt' -f- CjA,-« + ... + CnAn*|rAW„] 
Kommen unter den Wurzeln A| # , ... Xn imaginäre oder gleiche 
Wurzeln tot« a^ wQbrt nan^catti wie ja §. 4. 

Nimmt man beispielsweis X s und m = tt, ao geht die DÜT- 

fcrenzengleiclmng 5) in 

1 4 

Aber, woflkr man audi aQbr«Ü»«i kittfi 

und ihr Integral ist nach No. 10) 

12) « jCiV + + ... + Cn^'^is] 

wobei A| , ^2 I ... A„ dieselbe Bedentung hi^en wie dort. Um 

dies auf einen nnmeribcben Fall anzuwenden sti Ä = 2 , B = '6 , 
» n 2, so haben wir nach 11) 
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die znr Bestimmung von und dienende Gleieliuug 

— 2A — 3 0 
ako = 3 , r- i und folglich paph 12). 

14) = -Cja- + rj(-l;-^^[xj. 

Nimmt man E. 1 , y| = 4 , so findet man der Reihe nach 

aus 13) 

y„ = 1 , = 4 , ^2 = 22 , y, = 204 , t/, 2424 , 

und in 14) sind jetzt ( j und so zu bestimmen, dass für x = 0 , 
ts 1 und für ^ 1 , yi » 4 wird; dies giebt die Glei- 
chungen 

1 =, f , + , 4 = . 3 - r, 
mitliin fJi ä -J- , = — -5- und nuu giebt der Ausdruck - 

= 1.2.,ap [j*. 8*"— 1)^ 

in der That das allgemeine Glied der, ▼erbia aus der iliffereazenglei- 
chung abgleiteten ReUie, 

Sehr vorlheiiliaR ist es in vielen Fällen, die li^egration einer 
Diflerenzengleichung anf die einer Differenzialgleichung zurückzuführeQ 
und 80 das Integral dei* mtereii in ein bMmm«» tniegral zn Ter- 
wandeln. Man* kann dies millelst folgenden von Laplace angegebenen 
Kunstgriffs. Die gegebene Differenzengleicbung sei 

1) + B:c^y^ -f- + + = 0 

worin , B^e , Cg etc. Funktionen von x bezeichnen mj^en , welche 
unter der einen oder anderen von nachfolgenden Formen enthalten 

sind 

etc. ' ; : , . 
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14 1 

+ fljM + «aW + ... V . 

3) S 1 '1 3 

[Bx = + 6iW + 6iM + ^iM + ... 

etc. • 

Findet nun da^ cärste statt, so setze! mao 



4) J]r 



wobei m als Constante in Bexiebang »«r die nach u zu yerricbtende 

Inlegration dient, v> eine noch uiihtkanaie FuiikLioii von m allein be- 
zeichnet und die vor der Hand noch uabesümmten Integrationsgräu- 
zen iür ti von unabhingig sein mAgen. Slan bat nan zunScfast 



ebenso - " ' 

= ^€-'^\r^^\)h)du , = J^fr'^{jr*-~\yod% etc. 

Snbstitnlren «ur dies in die Gleichung 1), welcher wir nach No. 2) 
vorerst die Fonn 

0 (oo -f a^x -f- 0jap» + 

+ 

^eiif so babpn jmr wloipst 



■ß 
-ß- 



(o^ 4" H'^ 4" «2** H" .•.)e***odit 
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wobei die Faktoren -f" ' "f~ » unter die In- 

legraizeicheii gealellt worden sind, weil sie nicht von u abhängen und 
folglich in Benig auf die angedeutolen Integrationen ab Gonstanten 
dienen. Vereinigen wir aUe Integrale und enhien dach Poteoien von 

X, so wird 

[Oe -f V«-"— 1) + Ce(«-« — 1)' H Je-*» 

la?^ 

1+ 

Bezeichnen wir ferner tr** mit so ist 

*^ ■ 

Substituiren wii' dies in die vorhergehende Gleichung und seUen zur 
Abkürzung 

ta. + h.(r^—i\ + ^(r-»— 1)* + .... ^ M 

5) U + biie^^l) + q(r-— 1)* + .... := jr 
(«I + M«^— 1) + + .... ~ P 



•0 wird 

5 ! 

wobei der bftefaete Index der auocesai?en DifferNiiialionen mit den 

Exponenten der iiöchsten in den Gitücbungen 2) vorkommenden Po- 
tenz Yon X zusammeniMt. 

Stehen dagegen > B« , ... diltdr der tu Ho. -3) rmtMit- 

neten Form, so seUe man 

7) = ^^^^*vdu 



ea wird dann zunächst: 
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Substituirt man dies und die Gleichungen 3J in No. 1), so wird nach 
SefaAriger Ordaung » 

+ . . . 

Andererseits ist fSr n* ss o», 

[arjlf « « g , [sjV = -J^ 

Sttbstituirt man dies und setzt gleichseitig 

8) |it[a, + 6i{i*-l) + ^ = 

|ll*[44+ 6,(U-1) + C»(H-1)» + ....1 « P 

so erhÜt man gans wie Toriun 

nur dass hier 0, if« i^i eine andere Bedeutung nie in 

6) haben. 

Um nun aus der vorstehenden Gleichong die unbelumute Funk- 
tion 1» und die Grinsen der Integrale 4) nnd 7) sn bestinunen, «er- 
fahren wir folgendtemassen. Bmrch partielle Integralion ist 

den 



10) J.du.N ^^NvJ -^du^J ^duj 



= Nv(a 

fmcr 



7"*^ » rf'« fd'^oJ, fdiFv) ^ /*d^j 
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_^ '^''^ f diPv) dio 
du du du 

för das Integral recliU kann mm aber seteen 



also, wenn man dies substituirt 
- ' 11) 



Eben so leicbi üudet man weiter 



12). /«"^O ^ 



u. 8. r. 

und wenn mau dies AUes in die Gleichung 9) oder ^ 

0 s= ^J^vduHia + j^^duN ^ -f- ^^^duP -j- .... 
subsUluirt, SU mmmt dieselbe Iblgeude Furai au 

(MvJwUu . . \ - „■ ' ; . . 



+ (JVt»)W - / wdH 



wofür man bei besserer Auordouug schreiben kaun: ' 
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+ 1* - ^ + ^ -■•I - 
-i"«-*r+ 



+ , . . . 

Dieser Gldclinng genügt man offenbar, wenn man setzt 



+ \m - 



* i 



— } ctf = 0 



( d(Pt>) _, ) (hü 



1») + 

jceo; - . • I ^ « « 



Hier dient nun die Difioi «Mizialgleidiung 14) zur BesUmmuDg der 
Fuukliou v; denn enlwickell man die Differenzialquotienten 

» ^^^^ Regel für die Difiereoziatipa 

der Produkte, so gebt die GJeiohiing 14) in die folgende Ober 

(du / ^ au ) • • : 

^ ) *»» ^ d» d« ^ <<M» i 

-is 

— « 0 
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und hier ist alles in den P«renthe9en Stdunde MUant nnd feigUdi 
kann mau die Gleidiuog kurz ni der Form 

M-^-K'^ + l"^- .... ^ 0 
du ' du^ 

dafttdlen, woraos man aogteicb ersieht, dasa es sich hier um eine 
gew5hnllche DUfereniialgleichttng handelt, deren Integration zur Kennt- 

niss von v führt. 

Es ist nun aneh nicht schwer die Bedeutung des Gleicfanngensj- 
stemes 15) einiusehen« Hätte man nimlieh statt 



gesetit 



y, SEX ^jf^er**vdu und = ^J^iFvim 
s: / tr^im und y« SS # m^Jn 



wo €t und ß die aocb unbekannlen iotegraüonsgräazen sind, so würde 
man hei den partiellen Integrationen in 10), 11) und 12) ebenfalls 
diese Grinsen emfiiliren und also in denjenigen Bestandtheilen der 
Gleichungen 10), 11), 12), welche kein Integralzeichen besitzen, statt 
% die Werthe tt = /9 , u « a substituiren und von den Hesyltaten 
dieser Substitution die Differenz nehmen mflssen. Aus jenen vom 
Integralseichen befireiten Partieen der Gleichungen 10) 11) 12) be- 
steht aber das Gleiclumgensysten 15) und mitfain beiMit es sidi 
nicfit auf unbestimmt ▼eränderlicbe m, buadern auf ganz bestimmte w, 
nämlich die Integrationsgränzen in den Werthen von y«. Führen wir 
daher in die Gleichnngen 16) den aus 14) hi^timmten Werth von v 
em, so verwandehi sich dieselben in Bedingungigleidnuig<n HBr « 
und indem man sie nach « auflöst, erhUt nnü die Integrationsgrän- 
zen für u. Heissen dieselben etwa 

u SS a , ß , Y , A,if 

und sind deren n, so hiMen die AusdrOche ' 



y«8 J^^9,u)im» fmp(»^m)im , 



1 



Digitized by Google i 



fv^{x , w)rfM , ^J^ffix t n) 



WNrin « tt) entweder oder bedeutet» eine Reihe ?od jMr- 
tÜHillren Ihlegralen der Differenienglelcfattng 1) und man erhält jdit 

als allgemeines lategral derselben 

//? /*« 
gp(a?,tt)(i?i + i v<p{x ,u)du + 

Um das Detafl dieser «nsgeseiehneleii letegrationsnetfiode feigen zu 

können, weilen wir dieselbe auf eine i^ariie wichtiger Beispiele an- 
wenden. 



§.7. 

L Die gegebene DÜfereniengleidning sei 

1) — + ^y« = • 
oder wenn man jf«^ — 9» tSat Jffs snbslituirt 

. 2) = (a? + Dyx 

so hat man durch Vergleichung von 1) mit 1) uoU 3) des vorigen 
Paragraphen 

Ii, s= 1 , 6f s 0 , 62 = ... s a. 

SeUea wir nun nach No. 7) 

= / 14*» rf« 



•o iit nach No. 8) 

Ar=M — i,iv= — M,p=o .... = 0. 

Die Gleichung 14} reduzirt sich jeut auf die sehr einiache 

^ d(M>) dJV , ^ dti 
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ü. i. vermöge der Werthe von M und A' 

dn , d» . 
» a» — -;- oder — Ä — rf« 

hieraus ergiebt sich durch Integration, wenn man die Infegrationskoh- 

Staate mit IC bezeichnet 

Iv ^ — tt 4". ^ — re~* 

und mithin 



Subsütuiren wir den Werth von v in das Gletdiuogen&ystem 15), so 
wird wegen it» « 

— üCä-««« 0 oder ^^r^ • 
und diese Gleidmiig bat ffir o; -f- I >- d iwri AuflftMmgen, ahalicfc 

«i = 0 uiul i{ = x>, indem man sich leicht überzeugt, dass £är im- 
endlich wachsende m 

£tiit 



wird. Wü" haben daher für x ^ — 1 

'tr^dv, 



3) ^ C I u'i 



0 

als Integral der Gleichung 1). Diese Darstellung Ton hietet den 
erheblichen Vorthi^il , nicht anf pqytire ganie x beacfarinfct m sein ; 
erinnert man sich an die Definition der Gammafunktion 



= I uf^*e •du 



io erkennt man auf der Stelle die Beziehung 

y» = Cr(x + 1) 
woraus fdr ganze positive x dasselbe Integral wie firOher, ninkfidi 

9m = C.1.2.ä...a? ^ €[x] 

t 

hervorgeht 

II. Um ein allgemeines Bet^iel zu haben sei 
4) (fl, + a|X)|te + (Ä^ + h»)Jyx + + = O 
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die zu integrireode Differenzeiigleichung. SeUi maa nach No. 7) in 
§.6 



80 ist nach No. 8) jebendaftelbftt 

Die ttir Bestanmiiiig toü o dienende Gleidiung 14) Terwandelt eidi 
je» in 

du du * dm 

d. i. 

oder wenn man die Yariabelen sondert 

M , dN dv 

TSr - TT T- 

Das Integral hiervon ist» wenn die willkflhrliche Constante der Inte- 
gration mit W beseidmet wird» 



woraus man als Werth von v erhAlt 

C 



Beieicfanen wir ^% ^ ^ Abktaung mit also 

♦ 



ao ist jetit 

■ 

od«r 



14 
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Zur Bestimiirang der Integraüonsgrinzeii dient das Gleicbuogensjstem 
15), welches sidi auf iVvoi = 0 d h. 

rediizirU Will man statt dieser Formela lieber solche sehen, wddi« 
sidi auf die bisherige DansteUanfisvdse der DifferenzengleicbiuiK«ii 

beziehen, so setze man in No. 4) ' 

^V«— »«+a 2sr»+i + y«, 

es wird dann 

+ — acb + Ä — ac)*| JM^ + 1^ «i«! y^H^ — 0. 

Hier nehme man weiter zur Abkürzung ^ 

so wird unsere Differenzengleidiuijg : 

10) («0 + + <«i + A'^)y^ + (a* + -= 0 

and durch dieselben Substitutionen erhalten wir statt der F-onnds 
7), 8) und 9) die folgenden: - - 

in rr C «q 4- «t« + ^^2^' ^ 

1$) + ÄH + = 0. 

1. Wendet man diese Formefai lunflchst auf den sehr eia- 
fSudienFall 

14) xy» — = 0 oder = jry, 
an, so hat man 
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ü == J^—i» = — n 

und da die Gleichung 13), nämlich vg^Ur^ » 0 nur die bädeo Auf- 
lösungen M = 0, 1« SS QO hat, 

15) = C I u- \e-^du, = Cr(a?). 

2. Ein «weites Beispiel ffir die obigen Formeln liefen die Dif> 
fereniengleidiHng 

16) «y« — (•• + »)y^, « O.oder =s IT« 

worin m eine beliebige positive Grösse bezeichnet Es wird dann 

du = 



=« (1-«)« , y, C^yJ^d-«)"^**». 

Die GleidiHDg 18) n&nficb 

bat die zwei Wurzein « = 0 , w = 1 und miüim ist 
.17) y, = C jß*-~\l-nr-'äu 



wofIBir man nach einer bekannten Formel der Gammafunktioaentbeoria 
•uefa. 



^ r(x)r(m) _ 



rix) 



schreiben kanu. Ist m eine ganze positive Zahl, so lässt sich die 
obige' Integration leicht auaführen und giebt 

_ ' C ^ C' 

- «(x+l)(»-f-2)..(x-Hii-l) 

3. Wir betrachten noch die bemerkenswertbe. Differenzen- 
gl^chung . 



m 

oder y»fi = «(y« + ]f«4^)* 
Sie giebt nach den Formelii 11), 12 und 13) behandelt 



f hS = -^'«- 



ifefoti « 

J 

mitbin isl 



eine partikalfire Auflösung derselben, bei weicher die InlegratioDsgran- 
ssn durch die Gleichung 

(1 -f- =s 0 
bestimml werden. Da Arttmi u niemals uneiidiich, roigiicli e""^***"* 
nicht Null werden kann, so reduziri sich diese Gieichuoj; auf 

(1 + 1*»)«^' 0 

und ihre Wuneln sind 



wobei wir sur AbkOrsung nnt t bezeichnen wolEea. Die parti- 
kularen Integrale unserer Differeoiengleicbung sind demnadi 



C / e-^««-»*<liiund(7" / 

woraus sich ai& allgemeines liiiegiai ergiebt 

Um hier die imaginAren IntegralionsgrSnaen los zu werden, setzen wir 
im ersten Integrale i»' = (+t> und im zweiten u = (--t>, wobei 
8 die neue Variable der Integration bezeichnet. Statt der Grinien 
u a 0 , = +* treten dann im ersten Integrale die lulgenden 

(+05 = 0 , (-f ÖS = +t d. h. 5 = 0 , « = 1 
ein und ebenso werden die Integrationsgranzen des zweiten Integrales 
0 und 1. Femer ist im ersten Integrale 
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und im zwuiieii 

Ärctm u — Aretm (— it) « — f^-/ 1 ~ j 
wobei wir zur Abkürzung 

seUea wollen. Nach diesen BemerkuDgeu erbält man leicht 



0 

Ferner ist aber 



nt 



und wenn man beiderseits auf die Jri« Potenz erhebt 

(+1)* = , (— iV = 

und wenn dies in den Wertb von y« sabatituirt wird, 

= C jT t^-k^'-^iM^C'J^'^^ e-<+«»-0*di. 

Zerlegt man die imaginfiren fixponenzialgrdssen in Cosinus und Sinus, 
so wird hieraus 



wobei wir C + mit C, und (C' C")t mit bezeichnen 
wollen. Das so eriialtene Tolistindige Integral - 

dt 

ist übrigens noch einer bedeutenden Transformation iSbig, welche 
darin besteht, dass man die zur Abkifrzung eingeführte Grösse t als 
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neue Variable ansieht iiod demgemass $ durdi f aosdnlflkl* Am der 

Gleichung ^ 



folgt nun zuDlcfast durch Differemwlioii 

ferüer, wenn maa von den Logariümieii zu den Zahlen übergdil 

Den Werthcn 8=0 und « = 1 endlich entsprechen die Werthe 
I =3 -^-Zl = 0 und I = -«-^('9-) = <K>. Nach allen diesen Bemer- 
kongea wird nun 

/•OD 



/TOD 



+ «I / I -mrr^ I «»(-i«*-»)*- 

Es kann übrigens vorkommen, dass die Jntegrationsmelhode, von wd- 
cher wir hier Beispiele gegeben liabeUf nidit zum aligemeinen Inle- 
grale der aufgestellten Differenzengleicfaung fährt, und xwar tritt dieser 
PaU ein, wenn die zur- Bestinuniing- der IntegrttionsgrSnieD dienen- 
den Gleichungen nicht soviel Wmtcln blBsitien, als zur Fprminmg al- 
ler partikulären lulegrale nothwendig sind. Ist z. B. die Differenzen- 
gleidiung von der it^en Ordnung, so müssen jene Gleichungen a +1 
Wurxeln haben und heissen dieselben , 31^ , , k^, so kann 
man allerditi^s n partikuUbre Integrale erhalten nSinlicb 

dies würde aber nicht mehr inAglich sem, wemi dieAniabl jener Wur- 
zeln weniger als n + 1 betröge, was dann immer ein ZeMtei iit, 
dass es particuläre Integrale jener DifferenzengUichung giebt, dift.ikh 
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nidit uflter der Form ivFviu oder / 6-^0 ilii darstellen lassen 



ii^^^ir*teAj oder ^^^"^ 



«ad abo auf anderem ;Wege gesndit werden mOssen. Set z. B. die 
gegekme DifferenaengleiciiuDg 

aO) oder 3^x4.2 — Vx = a?yx+, 
10 Met man mittelst der Form ein 11) , 12) und 13} sogleich 



und zut ÜcslimmuBg der Inlcgralionsgäiizen dient die Gleiclmiig 

Diise hat nur xwei AalKteungen, nteficli 11 sc 0 « st » od, so dasa 
21) y^» * t /«•-V-(— iJrfn 

nihl, ivas aber nur ein partikuliM Integral ist. 

In «olchen FAlIen muss man sidh ^ner anderen fntegrationsme* 

thode bedienen, wie z. B. der im folgenden Paragraphen auseinander- 
gesetsten. 



Da CS in vielen Fällen, wo iilcht in den mebten, nur darauf an- 
kommt, den Werth von y«- für ein ganzes positifes 4P zu ermitteln, 

80 liegt der Ccilaiike nahe, die unbekannten Grössen yo>yi ^ya^Va» 
als Coefiizienten irgend einer Reihe anzusehen. Setzen wir etwa 

1) ?t 3fa + Äf + ya'* + Sfa»* + • 
so ist klar, dass u eine gewisse nodi unbekannte Funktion von I sein 

wird; könnte man die Form derselben Ondcn, so wäre auch leicht 

zu bestimmen, denn e$ wäf'e dann in Folge des Theoremes von üac 
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zu 

^ l.2.3...n df 

wobei nach geschehener Differenziation l 0/SU seteen ist. Die 
gegebene DUferenzengldchung, ans weJcher oraprQogliQb oder 
bestimmt werden soDte, bildet non offenbar eine Reknrsionsformc] 

zwischen den Coeffizientcn ;/o>yi»i/2» ••• '^^^^^ wird liäufig glücken, 
aus dieser Rekursionsformqi eine Eigenschaft der Funktion u ahzuleir 
ten, welche zur Bestimmung dieser Funktion selbst hinreicht; spricht 
sieh diese Eigenschalt -iler Ftmktion « m jriner Differensiaigleicfaung 
aus, so erhält man durch Integration derselben zunächst t< und tiar- 
auf mittelst der Formel 2). Das Teehoiscbe dieses Verfahrens wird 
man ans den folgenden Beispielen ersehen. ' 

I; Die gegebene Differensengleichung sei gani embdi 

3) yx = {a? + l)yx+i oder = (n+l)yn+i 
so erhält man durch Multiplikation derselben mit t* und durch iiach- 
herige Addition alles Dessen, was fürn=0,l,2«3,».. zum Vor- 
schein kommt, 

lfe+Sfi* + Äf* + 3rs<' + • - 

Setzen wir nun wie in No. 1) 

« == yo + + »a*' + ^t^* + •••• 
so folgt durch Differenziation 

^ - i/i + 2y,( 4- ^if^' + ^y,t' + 

und wenn wir diese beiden Warthe in die vorige Gleichung substi- 
tuiren, so gebt letztere in die Diir<QrenzialgleiGhung 

du . 

tUberv aus welcher durch Integration 

« = Ce* 

folgt , wenn wir mit C eine beliebige Cousiaule bezeichnen. Die For- 
mel 2) giebt nun fär I 0 

^ ^* 1 «2 • S • » « M 
was in der That das Integral der DiffiBrtnzengleidrang S) ist 
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U. Um die etwas allgemeinere DifferenzengleicUung 

5) 1 + Sf« = (»• + l)y»+i 
TO iotegrinii,, multiplirirett wir meder mit i*, Mtieii < =s 0 ,.1,2* 

S , und addiren AUes; es wd so 

1 + j + -h + + ..." 

+ Hb + yi« + y*'* + y«'* -f- .... 

«"P l^i + + 3jr»f* + 4y»l» + ... 

d. i. wenn man die erste Reihe HhIk suminirt, was fiSr r •< 1 leicht 
geschehen kann und darauf die Substituuou 1) vornimmt^ 

1 , d» 

Um diese Dielfreuaalgleichong'TO integrireo« seist mim h-bb «e*^ woi^ 

auä laan erhält 



1.« 
und mithin 

6) Ii = Ce* H- c* 



Die üilcgration rechter Hand ist ieicsht auszuiilbren, wenn man die 

Reihen für und e^' mit einander multipiizirt und Alles nach Po- 

4 

tenzeu von t ordnet; man findet so 

+ + t + t + + 

▼obd Oberhaupt m* zur Abkflrsung Wr l.:2.3...m gebraadit worden 
ist« Es ist mm Iddit so finden, wenn man sieh erinnert, dass 

jftt den Coeffizient von I* darstellt; setal man dalier fär e* die gleicli- 
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geltende Reihe, rouHiplirirt und ordnet Altes naeb Potenzen, von t, so 
giebt der Goetlizient von r* geradezu das gesuchte y«. 

UL fim etwas ccmpliziiteres Beispiel ist das folgende. Es sei 

7) ny. + (n + 1)3/«+, 

= yo!/n -f yiyn-i 4- Vi^n-t -f ... + y»yo 
80 ist durch Mulliplikation mit und durch Addition alles Dessen, 
was för II SS 0 , 1 • 2 , B « ... mm VoracheiB luNnint: 

yi< + 2y,r» + 3y^t* + 

+ yi + + + 4y4J» -f- .... 

= y«ye 

+ (Sfe^i + yi^i)« 

+ (Ml + + yj^fX* 

+ (y#yi + yiya + yiyi + ya^t)'' 
+ 

Nimmt man wieder die in No. 1) bezeidmele Sabstitalioa vor, so ist 

du '((v 

die erste Reihe links a ^ -p, die zweite = ^ tind die Reihe auf 
der rechten Seite = 1«^, und es wird folgUch 

(/ + 1) ^ = 

oder 

du dt 



woraus man sogleich durch iotegratiou 

■m 

und durcfa Umkefarung 

8) » = 



erhält. , Üiese Reihe ist leicht nach Potemvn tob t zu ordnen, t 
man maftdist ^ 
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~ (7 (7* C» ^ *••• 

setzt und daiauf jedes einzelne Glied in eine nach Potenzeu vou I 
forUcbreitende Bdbe umsetzt. Zu doem eompenditeren A'WnirrkB 
gelangt nm aber, wenn man die belunmte IDr ein poiiti?ea « gel-, 
tende Fonnel 



in Anwendung bringt, indem mau a — C — ((l-f-f) setzt, was jeder- 
zeit erlaubl ist, da man t jederzeit so klein und nöihigenfails nega- 
tiv nehmen kann, so dass (7 — |(l -ft) pontiv auafillL Es wird 
dann 



00 



d. i. iiürzer 

9) u == / a+tyr^iM. 



"ß 



0 

Die Formel SJ) giebl jetat ÜSat $ ^ 9 , 

10) jfk = / ^s(«.lKs-2).>.(g-;n) ^^^^ 

l>2«8«..«fi 

Man kann die hier postuiirte Litegration leicht ausführen , weim man 
das Produkt 

«(»-i)(«-a)..-(«-iinr) 

setit nnd jedes eimeke Glied int^grirt. Man findet so 

1 • 1 " 1 • 

9» = "5?Fr — ^ + H(«.i)^>-» ^ •••• 

wobei die durdi ii hezeichueten Zalileu uul eleu FakulLätencoeilizien- 

tea identisch sind* - - - - r 

Es terdSent fibrigens noch erhmert sn werden , dass die so ebm 
anmiandergesetlte lategratiiioänaih^ unter UmstiiMlcM anf wunA^ 



Digitized by Google 



lige Resultate führen kann. Die Gleichung 1) nSmlick, von welcher 
die Aechnung ihren Auslauf nimmt, ist eine rein hy)}othetische und 
benifat namentlidi auf der Voraussetzung,' dass die Reibe ]% + fit 
Vi^* '+ wenigstens ioDerfaalb eines gewissen^ atif 1 bexfigfichen 
Inten^lles conrcrgire ; entschieden unrichtig aber ist jene Gleichung, weira 
die in Rede stehende Reiha lur alle t divergirt, weil eine divortiiroiide 
Reibe keine hestimmte Summe iiat und ebendeswegen lieiner bestimm- 
ten Grosse ti gleicbgesetzl werden darf. Ob nun jene Reihe conver- 
girt oder divergirt, ISsst sich « pn*en* -mckt entschj^den, da ihre 
Coefiizienfen unbekannt sind, und mau iiius-s dahür am Ende der Rech- 
nung a posteriori diese Untersuchung füiiren oder l^ürzer eine einfache 
Probe machen, ob in der Tbat der gefundene Werth Ton ^er ge- 
gebenen DiflSerenzengleichung genC^ Wire i. B. die Differenzen- 
gieicfauBg 

zu integriran, so ist durch Multiplikation von I" und Addition für 
« = 0 , 1 , 2 * S , .... 

d. i* unter Voraussetzung von « = j^^i + y%i^ "l: • • • - 

t " ^ dt 

hieraus erhilt man zunächst 

äi _^ 

ferner durch Integration beider Theile 
und daraus 

« — y« + «*^.«-T. 

Es wäre nun yn der Cocfüzient von in der Entwickelnng dieses 
Aiiiidrucke^ nach stagenden Poteoieii von ni eiaci. solche Entwicke- 

lung eiisthrt ii»er gar nicht, wie dem Ausdrucke e — r leicht anzuse- 
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ben ist, und daher kommt man hier zu keiuem Lrgebmsse. Dieses 
aoflduiiiMiid hefrjMiuUiche Resultat erklärt sich sehr eiafiicli aus 4er 
BwMrinuig, dan» C.1.2.3.,(ii-1) das Integral. unwnr Diffs- 
FenceBgleicliuiig ist und die Reibe I 1 . 1' 4* 1 . 2 .1' -f 1.2. S.C^ 
4- ... mithin auch die Reihe -f" Vi' 4" ^i^* 4" yzt^ + ... für 
alle t divergirt; es war milliiu die Voraussetzung, dass di^ Summe 
dieier Reihe eiae beatiminte Funktion u von t sein s^oUle, eine v6Uig 

unrichtige. Setzt man dagegen t/^^ ^ so geht die gegebene Dif- 

ferensengleiiMning in die foigende «^»(11 + tibtt, wdehe for* 
mell In ifer in' No. 3) behiindelteifi niclit verschieden and nach dem 

besprochenen Verfahren intcgrirbar ist 

Die bisher entwickelten Integrationsmelboden enthalten alle die 
Mittel, deren man sich lur Zeit bedienen kann, um Aufgaben Ober 
die Dill^renien^dchungen tu Ksen. Man wird Ton selbst bemerken, 
dass keine dieser HeChoden ' eine ▼oUstSndig durchgreifende und unter 
allen Umständen zum aligemeinen Integrale führende ist und man 
kann daher nur wünschen, dass eine solche Metliode noch erfunden 
werden mdge.' *Noch ungleich fühlbarer ist dieser Mangel eines allge- 
meinen VerAhreAs in dem Falle, wo die Differenzengleidiang den er- 
sten Grad fibersteigt; eine nur einigermassen allgemeine Methode zur 
Integration derartiger Differenzongleichungen existü i bis jetzt gar nicht 
und man muss daher in jedem einzelnen Falle durch einen besonde- 
ren Kunstgriff, wie ihn eben die Natur der gegebenen Differenaen^ei- 
drang suIXsst, die Integration tu ermdglichen sudien. Glflcklicher- 
weise kommen DifTerenzengleichungen höherer Grade nur so äusserst 
selten vor, dass die bezeichnete Lücke der theoretischen Wissenschaft 
keinen bedeutenden Nacbtheil für die Praxis herbeiführt. 

f. f. 

nMrerenscnglelehviigcn mit swei unabhäiif Igen 

Tarlableii« 

Sowie man jede Differensen^eiGfaung mit einer unabhftngigen Ya- 
riabieo als die Aulgahe betrachten kaim: ,,aus einer Ri^kursionsfor- 
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mel zwischen einigen der. Grössen » « ff * y« t y»^ eCc 
die ind^Miideitte Form tob hcrtnleitei^'^, m Ibst sich ämäi jeder 
DUhreDMiiiileiclitmg mit mm unabiiiDgigeii Tamblen eine ttmiidn 
BedeuttlBg unteHegen, welche von der iletraclitiing der Reihen mit 
doppeltem Eingänge hergenommen ist Eine solche Reihe liilden z.B. 
die BiDomialcoeffiiieateD, weiche in der naehsteiieiiden Tabelle nsan- 
meDgestellt smd. 
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10 
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10 
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ys'i 
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• 


• 
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• 

y«>4 


• 


• • • 





Hier enthält die erste Vertiludreihe Unke (1 , 2 » S , «) die £iponeR- 
tcn und die erste 'Horitentah^fae (1 , 2 « 3 , r) die Indices, so da» 
also yx 1 1 d^ Coeffirienten Von er^ in der Entwiekelung Yon (1 + 

darstellt. Die obige Doppelreihe ist gebildet mitteist folgender Re- 
geln; erstlich findet die Relation 

1) y»WtH^ t/m»t^ + IbM 
statt, zweitens ist immer y« t e » 1» welchen Werth x haben möge 
und endlich yx # < = 0, sübald 1 >► wird. Hier kann man mu 
die Aurgabe stellen, aus der Hekursionsformel in Na. 1) die indepen- 
dente Form Ton y« , i hersideiten und diese Aufgabe ist keine andere 
als die der Integration der INffereniengleicfattng 1), welche zwei m- 
abhängige Variablen (a; und t) besitzt. Auf gleiche Weise lässt sich 
jede UiÜereiizengleichung zwischen zwei Variablen iiiterpretiren und 
zugleich ersieht man leicht, dass jede derartige Gleichung, wenn sie 
▼om ersten Orade und der «tw Ordnong sem soU, unter folgender 
Form enthalten ist: 
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worin P,Ö,..r,e',Ä',.r , Ä"..T", .,, jO») Funkaon«!! ton i 
und t bezeichnen. Da es keine aUgemeine Kethode zur Integration 

dieser DiflFerenzengleidiuiig giebt, so wollen wir wenigstens dasjenige 
Verfahren auseinandersetzen, welches den direktesten Weg zur Inte> 
gration selbst einaebügt und in den FUkn, wo die Gleicbung nicbt 
gar zu compUzirt ist, auch gewöhnlich zur KenntnisiB von y«,r fährt 
Dieses Verfahren besteht ganz einfach darin, der Reihe nach ^^.1 . 
y«,i»y«,i * etc. zu bestimmen, daraus durch Induktion die Form 
▼on 3r«,i SU erscbliessen nnd Ober die Richtigkeit derselben durch die 
gegebene Differenzengleichung selbst zu entsdielden. ' Es wäre nicht 
schwer, diese Methode in Zeicbeo genauer darzustellen, da aber die 
hiermit verbundene Weitläufigkeit der Deutiiciiiieit wenig nützen würde, 
so liehen wir es vor, dieselbe an einigen Beispielen zu erl&utenu 
!• Es sei folgtndo Doppehreihe gegeben. 
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in welcher erstlich die Beziehung 

sUtt findet und ausserdem ffm,9 « 1 ist fOr jedes » und y^^t = 0« 
sobald t = X wird. Nehmen wir luerst f « 0» so folgt 



Digitized by Google 



gg4 

d. h. ^yx,i a= X 
und hieraus folgt sogleich wegen Jx = I 

S) y... = ^ = -2iJ^ + C. 

Die Constante ist aber Null, weil überhaupt ^,^t = 0 ist und unser 
Ausdruck lür j; &= 1 sich von seihst annuJJirt* Nehmen wir jetzt in 
No. 2) I SS 1; so foJgt unter Benntzong des so eben gefundenen 
Resulutes 

I y IT. X(x-i) 

y*.s + -^^-^ 

« 

A ' ji iX'\-\)X{X-\) 

<>• 1- ^y»,t = 2 — 

und daraus ergieht sich durch Integration 

„ _ (g + lMa?-l)(a?-2) 



wo keine Constante binnuttfllgen ist, weil y^^s ^ 0 wird, wie es 

sein muss. Aus INu. 2j folgt weiter für t = 2, 

y«+i*s ^. y».t + ^ 2 ,4 — 

a. 1. .3= 

und dureh Integration 

5\ « — (g H- 2) (X + l )a?( ar - 1 ) (X - - 3} 
3r««s — . 2 . 476 • 

Vergleicht man die Ausdrücke für y,,, , y«,, , in No. 3), 4} und 
5) mit änander, so sieht map sich au der. Jfirwartong berechtigt, dass 

ßv _ (:r + r + t-2),.{x + l)a<fl;-l) ... (g-O 

^ a[.4.e...(2r) 

sein werde und da dieser Ausdruck in der That die gegebene Diffe- 
renzengleichniig befriedigt , so bildet er das gesuchte allgemeine tiiied 
in der auigestellten Dopj»eh>eihe. 
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n. Die nadistehende Doppelreihe 
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ist nach folgeadea Gesetzen gebildet: man bat ersüicb die Rekur- 
sionsfonnel 

ferner ist f^^^t = 1 und yx,r = I wenn ; = ar. — Nehmen wir 
in No. 7) luerst t = l , so folgt 

Dies ist eine gewöhnliche Differenzengleidiung erster Ordnung mit 
koastanteo .GoeffiaeateB ^ integrirt man dieselbe nach dem in §. 3. 
«iMiMDdcr geMtsten Verfehraa, so folgt 

WO C die Integrationskonstanto bedeutet Da yt,t ^ X ist, so folgt 
für X = 2 * 1 = 4C — 1 oddr C i= ^''^^ mitbin 

Attf No. 7) ergid»t aid^ niuk weiter für i 2 UDt^r ^equtoung das 
gefundenen Resultates 

y^H4,t ^y«,» + -T —2). 
Um sie rasch zu integriMn setien wir y«,, ^ 8*««» so wird 

^ + 2!d|(l)'~^(T)j 

15 
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-Mrl-'m:, i 

mul daraus ttndel sieb soglticii durch Integratioit 

-=dii-'(T)'-(i)'h<^ : : 

and 

Die Coiifttanie 6' bestimmt sicii durcli die Spezialisirung 3, wo- 
durdi ty;r.s jfs.a » 1 wird. Es ergiebt sieh C ^ und man 
bat dann * • « 

. 9) = g3 (3* - 3 . SÄ» + 3 . 1*). ■ • . 

Fflrl — 3 üeTert die Gleichung 7) die weitere Speaalgleichung 
y*+i.4 4y*,4 + 2^ (3* — 3.2« + 3.1»), 

wcldie mit Hälfe der Substitution y««« = 4't>« leicht in intcgriren ist. 
FOhrt man die kleine Rechnung ani und b^Mtimmt am Ende den 
Werth der Integrationskonstanten, so findet ttun ohne MObe 

und wena mau nun die bisherigen Werüie von y,,, , y«,, , y«, 
mit .einander vergleicht, so gehungt man indiditonach «i FoimI 

wobei ti , y ti , die Binoroialkoeffizienteo t , -^t{t — 1) , 
•^t{t — V)Kt — 2) etc. bedeuten. In der Tbat befriedigt die vorste- 
hende Annahme für y«,i die in No. 7) angestellte DiOerenzenglei- 
diung, wovon man sich durch eine Jeidite Rechnung fibeneiigen 
kann; und es ist somit das allgemeine Olied der gegebenen Doppel- 
reihe durch die Formel 10) independent bestimmt. 
lU. Die zu iritegrirende Diflcren^ngleiohu«g sei 

und darin a».f eine gegebene Fonktinn von 9 und i. Nehmen wir 
saerst i s 0, so 
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oder 

und hierauf doreb Integration 

Aus No. 11) wird nun weiter fi&r ( «s: I 

oder 

und durch Integration 

Man nird der Spelle dep weiteren Fortgang dieiies Verfahrens er- 
kennen* durch welehee man It&r y«,« die Formel 

12) Vx.t = -Tax./-, ^a^.f-, ...^a^.i-a^ flj/i e 
erhalt. Sind keine nihereu Be&UmninngeD ül^er die Aofaogsglieder 
der durch die Differenzengleichung 11) cbaraliterisirten Doppehreihe 
gemacht, ao iat y«,« noch unbestimmt und kann daher als eine «iD* 
kfibrlicbe Funktion von s betrachtet werden, ebenso unbestimmt blei- 
ben auch die CoysLanten, welche man jchUt einzelnen in No. 12) an- 
gedeuteten Integration beifugen kann. In dem Falle wo ax,i eine 
Gonstante Grösse etwa k ist, vereiniaeiit sich der Ausdruck 12) selür , 
und giebt 

wo man nun SS^^y»,^ naeli den Lehren des §. 16. in 11. üansformi- 
ren kann, wena man y«,« mit tpiw) beimdmet. — Man erlwnni nai 
dissam Baispiele, dais das Integral eioer BilteanMglnchiing eiakr 

Ordnung zwtscfami awei Variablen eine wiUkikhrlidie Funktion enfhilt 

und wird sich leicht überzeugen, dass überhaupt immer soviele will- 
kührliche l^unküenen vorhanden sein müssen, als die Ordnung der 
Differensengleicbung Einheiten slhlt. . Man bat pn- dieser Bemarkmig 
^ Kriterijum^ ^pb ein ^e^ndenes Integral d^s aUg^mehie Integcpl der 
DIfferenzenglincfauug oder nur ein partikul&'e^ ial> . . 

15 ♦ 
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f. 1«. 

Fortvetxiiiis« 

Wenn die . zu iotegrirendo DiffereimnglachQng nur konstonte 
CoelBiient«! besitzt, so kann man noch auf ^nem anderem Wege 20 

ihrem Integrale gelangen. Um dies zu zeigen betrachten wir ziimi 
die Diirereiizenglcichung 

1) Ay,,, + iW.t + ^9»,t^i + *V#+t»*+i = 0 
und nehmen hier die Substitution 

2) y^,i = HO*/?» 
vor, wobei a , a und /? noch unbestimmte Konstanten bezeichneii. 
Die gegebene Differeuzengieicliung verwandelt &ich dann in die aige« 
hraische jGleiehung 

3) J -f A'ö + Bß + B'aß = 0 , 

woraus f4>ig^ 
^ und dies giebt denn als Integral von No. 1) 



/ .1 -h A'a V 



wo mm fl un<l « noch ganz ]ieliebig sind. Trotzdem ist aber unser 
Ausdruck nicht das allgemeine Integral der ^gegebenen UifflBrtnMUglei- 
ehung, «fil .er. keine iviUkülirikh« Funktion. .von m eotiiilt; man ge- 
famgt jedoch' su dem aUgemeinaiJDtegraleiauf folgendem Wege«: fia ist 

identisch . , ' ■^ 

und da man 0: jedeizcit so gross nehmen kann, dass gleichzei- 
tig A'a > A und B*a J> B ist, so lassen sich der zweite und dritte 
Faktor rechter Hand in Reiben Verwandt, welche nach Potenzen von 
1 

— fortschreiten. Mau kann daher 
er 
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^9 + X -i- ^2 ^ + ^1 ^ + 

setzen, worin die mit T bezdäineten CoefBrieDten nur von A , A* , 

B , B* und t abhängen. Diese Schlüsse erleiden jedoch eine lileiiie 
Modiiication , wenn eine der Grössen Ä , A' , B , B' verschwindet. 
Für i a 0 ändert sich niclits WMentlicb, Sur A* ^ 0 würde 

zu setzen sein, fllr £ 0 bleibt die Form 4) richtig und für B' =xO 
hfitte man 



6) - 



)f-(-^")'('^Äj 



B 

. « Too^ + J,a'-» 4- Jj«*-* + ...... 

Die drei verschiedenen Formen 4), ft) nnd 6) lassen sich leidit in 
eine einzige zusammenfassen indem man 



setzt, wo fi entweder, s=s 0 oder «s — 1 oder =s -|- 1 ist. £s 
wird jetzt 

Da die Konstanten a und a noch willkAhrlicli sind, so können wir 

der Reihe nach auch b und ß, c und ^ etc. an ihre Stelle treten las- 
sen und erhalten so weiter 

■ 

Blan ubersiebt welter, dass diese verschiedenen Werthe von ifx,t eine 

Reihe partikulärer Integrale darstellen und dass daher das allgemeine 
Integral aus ihrer Summet b?iteb^ muss. So wird denn 
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+ r|(fl««+f*^« + hß^f*-* + e/^i^* + ...) 

+ 

wo jede der in Parenthesen etdienden Honsontalreilien toh der Form 

««• + + «y* + 

ist. Da hieriu « » 6 , c , ... ond ebenso a , ß ^ y vfillig will- 
küluJicbc Grössen sind, so darf man die Summe dieser Reihe als eine 
willkübrlidie Gröese von ii betrachten uüd demgemäß mit q>{u) be- 
leichnen; so ergieht sich jetst das aUgemeine Integral 

8) yx,t =- ro9>(j:+/«) -f r,9>(»+|Mf-i) + r,9(ic+/i/-2)+... 

Die Bedeutung der hier vorilonimenden willkührlicheo FunlUiou ^ ist 
leicht zu erkennen; f&r 1 » 0 nbnlich wird; 

yx,o = + T^fp{x-\) + r,9(«-2) + .... 

oder will Tq = 1 , = 7, ^s 0 ist, wie man aus der 

«ieichung 7) för t 0 ersieht, 

so dass man also statt der Formel 8) auch die folgende nehmen kann 

welche nun das sllgenteiAe IM^si der Gleichvng 1) darstellt. 

in den beiden Fällen A = 0 und = 0 kann man die Werlhe 
von 7« , Ji , 7} » ... ohne WeitUufigkeit entwickehi; fiir B =s 0 
hat man nämlich 

imd wenn — = a , ^ = ( gesetit wird , so ist dieser Ausdruck 

= i.a' + t,a^h ~ -h ht^^^ -f 

also fi » 0 , 7« s= vo* , 7| «rf fiofft , 7, = /^a'ft' ete. npd folgficfa 
10) I IS + Ig^y^ ^ + + lifc'lftr-f^ij 

wobei / als ganze positive Zahl vorausgesetzt ist. 
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Für B' = 0 hal man 

und für — ^ SS « , ^ := 6 ist dies 

Daraus fblgt s -l- 1 , uDd fiberhaupl 

11) Jf*.< = f ' l'ty-r+i.a + + .•• + 

wobei r wieder ab franse pfftiOf e Zahl ^NNrauagasMit werden ist. 

Mit eifier kletneo Modifikation ist die integratiensmeUioUc , wekhe 
wir bier auseinandergesetzt haben, auch auf Gleichungen von höheren 
Ordnungen annehmbar. Um t. B. die aNgeneme Differenzeogleichung 

zweiler Ordimug mit konstanten Co effizienten 

zu integrtren, setzen wir wieder 

und erhallen jetat iwisdien a und ß folgende Rdation 

+ Bß -\- B'aßl = 0 

WoUle man diese Gleichung ebenso behanddn, wie es fröber mit der 
^Gkifihung 3) gescbab, also ß durch a aubiJrücken, so würde man aaf 
grosse WeiUäufigkeilen Stessen; diese lassen sich einigcrmasscn um- 
geben, wenn man der Reihe naeh , /?S ; durch a und 
die erste Po((»x m fi dnrsteUt. Man bat nSmlidi . 

fern« /»♦=■ . /I 
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WO man dea W«rtb Ton aus der vorigen Gleicliiiiig Bobstituiren 
kamt. Auf gleiche Weise erliSIt man nachher ß* = ß** ß, indem 
man für ß^ vneder die erste Gleichong snbstituirt Indem man so 

fort geht ersieht man die Möglichkeit uuier folgender Form dar- 
zustellen: 

ß^ = j;,t + 1*1 + i"».««* + + ri.s«' 

+ T.,iß + Tt.taß + r,,|«V + -I- f^^.tf^ß 
wobei die mit 7 beidcimefen Coeffiwenten nur von A , A' , A** , ' 

B , B* , C und ( abkäugen. Hieraus folgt nun durch Multiplikation 
mit ao*, 

If^.t = r,,t««' + Ii ,sfl«*^* + — + ri,giia^ 

+ n,i(^€c-ß + T,,,acf+*ß + + r^-,,,«iH^V. 
Man bildet nun aus diesem partikulären integrale unserer DilTerenzen- 
gleichung das allge meine Integral derselben, indem mau an die Stelle 
von ao* eine wiUkubrliche Funktion von m etwa qt^ix) und dienso 
an die Stelle von aa^ß eine zweite beliebige Foohlion ^1(0) treten 
liest ; es wbrd dann 

14) y,,r = T^.o^i^) + T,,^(p^{x+i) + ... + r/,o<r.(-^+o 

Die Bedeutung der Funktionen q>^{s) und ^(9) ist leicht in eiken- 
nen; denn li&r t s 0 reduzirt sich /S* auf 1 and mithin verschwin- 
den alle T bis auf das erste 7«,« = 1; daher folgt jetzt aus No. 14) 

f&r t s=. 1 dagegen wird ß^ sa ß und mithin annuliiren sich wieder 
alle T mit Ausnahme von 7«;i = 1, so dass jetst 

folgt. Demnach kann man die Gleichung 14^ auch in folgender Furm 
darstellen : 

Ganz auf dieselbe Weise lässt sich die Differenzengleichung Ord- 

unug 
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bebanüeln. Ifen setzt niUBlich zunächst 
und fiadct dann iHr tmd ^ die Bedingnngigleicliinig 

^ Bß + B'aß + ... + BC^-'^a«-*/?! 



weldie dazu dient um durch die gegebenen Coeffizienten und durch 
a , et* , a" f ^ , » auszudrücken. Multiplicirt man 

^ 80 enlsUndeiie GMcIttng (fi* » de.) bH so «ririUt mM fiidn 
und rechte konuiit'aiMh «dches mm temdge der eben 

angedeuteten Gleichung für wieder durch die niedrigeren Potenzen 
Ton ß ausdruckt. Nochmalige Multiphkation mit ß und nachberige 
Snbstitutioa von ^ fuhrt dann weiter mr Kenntniss von fi^* und in- 
dem man lo fortsdureilel, kann nun /9'fiilrl>ii*— 2anf fol^sende 
Weiae darstellen: 

17) /S* = To.o + 71,0 + 7*2,0«=^ + .... + Tt,oa' 

+ + .... + 3ft-s,i«^/»* 



Multiplizirt man dies mit ocp, so erhält man ein partikuläres integral 
unierer BiffBrensengleiGhung und mso leitet kiomt dm aUsemeine i». 
tegnd ab, indeik man «n die Stdien von 

aa* , aa'ß , a€t*ß* , .... 
d. i. wülkührlichen Funktionen 

fe(») » 9i(ß) » ^PiiC«) * •••• 
Velen ÜBstt 00 erglebt sich das aUgememe Inlegnl: 
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18) = To.oyoW -f rj,o(4r + 1) + r,,oyo(a? + 2) 

+ ^a,i9*(«) + ^i,^yi(«+l) + ... + Tt^,iq>t(x^t-^l) 
' + ro.i^aO») + + 2) 



Um die wilikuhrlichen Funktioneu zu iiestimmeu nehmen wir der 
Reihe nadi t » 0 , 1 , 2 , ... « 1, nediiroh iül , ß^, 
... übergeht. Nit No* 17) TerglicfaeB, folgl dann», dass den 
FSlIen r » 0 , 1' « 2 , 1 die aadi^teheiiden Gleidiungea 

entsprechen: 

To^o = 1 » ^1,0 = 0 ^ ^a*o = 0 , .... 
To,! «= 0 , T|,| == 1 , r,,! = 0 , .... 

« 0 * r,,t SS 0 « ft*! - 1 

-und wenn man jetz^ diese Substitutionen m der Gieichiu)^ Id) vor- 
nNMDDl, 80 eifehen «kh der X^e Aadi di» F«pifi|D 

frodnidi die mit f beuiGhoeleii ^mllkafaffludieB Fonklioaeo ihre Be- 
stimmung ßnden. Es ist dann nadi Ao. 18) 

+ ... + Ti^ear«44«e 

+ T9,iy»,t + fi,iiM.i,f + + 



das aUgcmeitie integral der Biffierenaengieichiiiig 16). Die lategratioi»- 
melMe, weMie mt hier auaeiiiaiidergieetat jhabcn, kenn mnr «rf 

den Namen einer allgemeinen Anspruch machen (vorausgcscLzi, da^s 
die Diüerenzengicichung konstante üoelfiaieiiten hetiitzt und den ersten 
Grad nicht übersteigt), .doch dürfen ynr wd^ Terhehlen, dass die- 
selbe mit einer wahrhaft ermüdenden .WeiHlnügiteit veriMtoB 
kann, indem die Bestimnuiag der mit T beieiehnetdn Funktionen der 
Coeflizienten nur duick öucce&iave Elimination als« nidit mdepend^t 
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gesditelit, was die Wahrnehmung ihres Bilduugsgeselzes meistens 
sehr erschwert Dagegen bietet die besprochene Methode den Vor- 
theil, dass maii weiiig»teii8 dieFom d« gesuchten Integnilee edahrt 
und man kann nch dies in so fern su Nirtie machen, als es in man^ 
eheK Fiflen njcfat so schwer ist, in der im Yoraus aufgestellten allge- 
meinen Form die Grössen T rückwärts durdi einen dem besonderen 
Falle augepasstea Kunstgriff m bestimmen« 

r y , 

f. 11. 

H 

Sowie eine DiffNrensNi|ieicfating mil swei onabhlngigen Verin- 

derlichen als die Rekuniionsformel angesehen werden kann, welche 
zwischen den Gliedern einer Doppelreihe statt findet, so lassen sicli 
Differensengleichungen mit drei, vier und mehreren Variablen als Be- 
aiehungen swisdien' den Gliedem von Reihen mil drei-, lier* und 
überhaupt mehrfachem Eingange auffassen. Im ' AUgemeinen ist die 
Integration solcher Gleichungen ein im hohen ^lra(^e verwickeltes Ge 
sch&ft und man kann es duher als ein Glück ansehen, dass sie nur 
sehr selten Toikommeo* Das Verikfaren sdbst ist im Gänsen dasselbe 
wie bei den DiflTerensengleicbttDgen mit iwei Vcrinderlichen, nur dass 
es hier der Natur der Sache nach noch weitläufigere Rechnungen er- 
lieft wie dort. Man bestimmt nämlidi die unbekannte Funktion 
dreier Verinderüchen dadurch, dass man suocessi? aus k^,o«i) 
erst sf*,a.i , lh»t.% , J%i>o,« ableiW und dmuf jfc.a.«, 
... ys,t,% Reihe nach entwickelt. Dieselbe Methode ht auch auf 
eine grüssere Anzahl von Vanabkii anwendbar. Nar in deni einen 
Falle, wo die Differenzengieichung konstante Coeflizienten besitzt, kann 
man sich eines VeririiMsfts bedieimi, welches dem im vorigen Para- 
graphen bemitsten Tfillig analog ist und dies wollen wir noch an ei- 
nem einfiarehen Beispiele zeigen. 

Die gegebene Differenzengleichung mit drei Yeränderlichen sei: 
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so Dehmes maB « at^fl^, wo 9^ bocIi «nbe- 

stimmte Konstanten sind; man findet jetzt durch Substitution, dass 
die gegebene DifTerenzenglcichung iu die foigeudfi zwischen a t ß * y 
statt habende Bedingungsgleidiang äbergebt; 

il + + Caß + Daßy 

+ B'ß Cay =r a 

aus welcher man für y den Werth 

i + Äa + Ä'/J + Ca/f 

^ Ca + C*ß 4- l»c^ 

erbSlt Es ist daher ^ wenn die» in ys,t,u'^ w^ß^f eingefüllt 

wird, der Ausdiuck 

« ■ ^«rty/-,- ^ -f ^« + fi* ß + 

ein Integral tmserer Differenzengleicfaung nnd zwar ein partikuJärss, 
weil kerne willkfihrlicfae Fanktion darin yoikoinint. Giebt man v die 

Form 

1 

r , 



<7 + 


51 

et 


+ 


ß 


+ 


Ä 

aß 


C + 


a 


+ 


a 

ß 




Bf* 
aß 



so erkennt man leicht, dass .sAch y^ unter Toigeuder Gestalt darsteUea 
lässt: . , 

. == üo,o + ^^1,0 ~ + Ui.o ^ + öi;s ^. + .... 

1 1 1 

« - . 

1 1 



» • • 



1 

+ tte. 



■ 
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m di€ jnH beaekbiietea <:oelliitieDti« mir nbn den gvgebeii^n koiw 
•tanton' GrOnen A , B ^ f , B" , € , C , 0' , D nhd Von « ab- 
hängig sind. Unser paitikuUres Integral nimuiL jetzt die folgend« 
Form an: • . • . " • ' .i 

+ ^..ic^ß"-^ + ... 

+ «U. . • 

Multiplizirt man mil a beräber und lisst jetzt an die SteHe Ton 

eine ivillkfthriiche Funktion Ton x und t treten, so geht unser par- 
tikuläres integral in das allgemeine Integral über nämlich 

+ «^•.i^P(a?-*— 1) + Ui,i(pix—l,t—l) 4- ... 

+ ^/o,2y(^,^ — 2) 4- ... 
4- etc 

Setit mad in dem Warthe von speiieJl t» 0, so wird =z l 
und mithin 

etc. 

und wenn man dies für die obige Gleichung benutit, indem man 
auch dort « ^ 0 settt, so wurd 

d. Ii. es findet die willkührliche Funktion tp ihre Bestimmung. Man 
kann demnach dem allgemeinen Integrale auch die nachstehende Form 
erlheilen: 

+ ^•»i!f9,t-%,9 + ... 
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Zur VmaUftUilidiguiig dieHT AuflOMuig würd« aoch gthftrai, 4m 
man ^ie.Wertbe der mit 17 beittduietep ÜDeflWentan durch A , B » 

, B" , C , C , C" , D und aosgedrückt entwickeile; diea 
würde jedoch zu einem äusserst weitiäuligen Calcül füliren, wenn 
nicht mehrere der genannten CoeilUzienten = 0 sind. Auch hier he- 
stdit denuMiGh der fortheil, welcher die Methode darbietet, haupt- 
sSchlich nur darin, dast sie die Form des Integrales kennen lehrt und 
es wiederholt sich daher dn- Bemerkung, welche wir schon am Ende 
des vorigen Paragraphen gemacht haben. 
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]4terar]ii«toriM]fte«. 

cni« Werte t in welcbera eine systematische Dariegung der 
DifiBUMnogltidiiiiig TiTMebl ^wM« kl: ffcrMut ^iieraiieiirorMm 
reetü ei iwotna, atccforv Brovlr Tü^Iqt^ lonüni 1718, 4eMäi 

Studium nur leider durcli die unbequeme Kezeichnim^^ etwas er- 
schwert wird. Eine wirliiige tnveiterung erhielten jene Anfange bald 
nachher darch die Schrift: Mkh^dm differaUtalis , tivt traUahi» de 
eummaiiene ei inierpeliaiwe terienm infiniimm, «tietora Jßc* 
Siirling, lonüni 1730, welch« reich an Uoterauchangen über die 
Snmmirung, Interpolation und TJMIl^^()I rnnlion der Reüieii i^l. Hier 
kommt u. A. die halbconvergente Reiiin für ^(1 .2 .3 ...p) zum ersten 
Male rw and die betreffende Formel führt auch jetat gewöhnlich noch 
den Namen ihres Urheber». Neuere DafsteUungen der Diff^nrenzen- 
recbnonj^ aind"^ von Aller in seiner Dilferenzialredinung , von Bot- 
stit m der Encyelüpidie tnethodique (Artikel diffetences pnies)^ von 
Lacroix im dritten Theile seines TratU du calcul diffirmUiel ei du 
eäM'imifff&l, har, 1819 (MoUo: Tmiium eerfee junehragM poUtif 
Bmrmi)^ ama Sehmine tn seiner der oombinatorlsdheu Schule angehö- 
renden Theorie der Differenzen und Differenziale , Heidelberg 1325 
und von Oettinger in seinem Bifferenziül- und Differemen- Calcul; 
Main» 1831. Was die eimetnen hdstm der direkten und indirekten 
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DüTerenzenrechnung aabeljrifll, so haben wir der Reihe nach folgen- 
des »1 erwihnen: 

Der Gedanke, die Fonnel f{x+$h) = f{s) + h^f{x) 
4- t^J'^f(x) + ctc in eine andere nmsusetzen , welche nicht mehr 
Differenzen, sondern DifferenzialquotieiiLeu enUiält, gehört Taylor aa, 
seine AusfQhrung aber blieb Msher immer mangelhaft, weil man auf 
den Reat .der Reüie keine Ruekaicht nahm; die in §• 6. gegebene 
Darstellung Termeidet dieaen Fehler auf die Ton /. Coqiii in Ifen- 
Jimmäl ie Mathimatipm Octobre 1845 pag. 379 angegebe- 
nen Weise. 

Die symbolischen Formeln, welche wir für die höheren .DilTeren- 
len der Funktionen eiiier oder mehrerer -Variablen mitgetheUt haben 
sind SchftpAingen Ton lagrangß und Laplaee, worüber man die Mi-- 
moires de VAcademie de Berlin 1772 und die Theorie analytique des 
fffobobilitis Livre f. Capp, i, und II. nachsehen kann; der letzte 
grpaae AnalytiluBr hat dergteichen l'^Hmeln aiidi für die Smoamm anf* 
geftflllt,.<.;Bi 

worin fiberhaupt Dx"^ für i ndsE^ in rechnen ist; diese und ahn- 

hebe Formeln sind aber nichts weniger aia allgemein richtig, denn 
icfaon der einfachate Fall « ss 1 flUurt im Allgemeinen auf faalbcon- 
Tergente Reiben , die man ohne gehörige Restbeethnmong (wovon in 

Laplace's Formeln keine Uede läL) keiner bestimmten Funküuu gleich 

setzen darf. 

... ' 

lieber den. Rest der toi| Mae lmrin henrüfanpMllWi Focmsl IS 
in §. iL sind zuerst Ton P9i$$üm einige schsrbinBige ' Unttrsnchn»- 

gcü angesleiil worden {Memoires de Vacademie des sdences Vol. IV. 
pas» 571) , weitere Betraf;|htungea ünden sich darüber in CrelU*$ 
Journal (üf Matkmatik zueiifit Ton, Jacobi ißd. 12. 5. 20«, de «i» 

MaUmtin (Bd. 35. S. 55 , sur la formule hu'g = Ju^, — -^hJu'x -f- «tc) ; 
der letzteren sind wir g^i^lg^^ ^a aie^Jihren Gegepstimd ersch&pfi« 



t 
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Die Schönen Formeln zar Verwandlung der endlichen Integrale 
in einfache besUinmte Integrnle §§.14, 15. und 16 im zweiten Tiieile) 
verdankt man dem genialen Abel {Oeuvres compläes de Abel ^ tome IL 
No. VII); dass die Coelfizienten« welche in jenen Formeln forkom- 
men (S. 173) so nalie mit den Fakullatencoeffizienten verwandt sind, 
sclieint dem YerrasscF entgangen zu sein. 

Leber die etwas weitläufige Lelire von der Integration der Dif- 
ferenzengleichongen findet man die tiefsten Untersuchungen bei Xa^ 
p/ace {Memoire» prisenlSs tom VI et VII ^ Memoire» de Vaeademit 
des sdences 1773 und thcorie aitali/titjue des probahilites) zu dereit 
Studium das vorliegende Werk als Vorbercituug dienen möge. 
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Terlties§eriuiseii. 



S. 9 Formet 18) Iii d«r Siridb ftber !-(«+*)* wginMV. 
S. 9 Z. 6 r. a. sUll ma I. Mto. 

S. 10 Z. .10 T. 0. sUtt toU 1. Mt«. 

S. 15 7.. 8 V. o. statt reebt I. raehte. 

S. 16 Z. 18 V. 0. ist die FaienUiebe hinter i*'* lu siMichen, 
S. ai Z. 17 T. o. stau A') 1. A^). 
S. 47 Z. 5. T. n. «tott 1. f^"^^^. 

S. 61 Z. 4 ?. 0. i»l di« Parantbese bbiUir (-t)**""' «• •irdcbtn. 
S. 59 Z. 8 f. o. statt l.i.t... (2m) 1. 1.2. 8... (9m). 

$.64 Z. a T. o. »talt s=( ^ ) l. = ( ^ ). 

S. 89 Z. 4. T. u. slüU 1. a^. 

S. 89 Formel 4) suu a 1. o*. 

S. 94 Z. 2 T. o. statt m — * — I + I i- «a — * — * + 

S. 98 Z. 4 V. 0. statt — ... l. 4- ••• 

S 109 Furrn«! 3) »tatt ro»« = i«»»* I. cosx + i«*»*. 

S. lia Z. 14 V. «. statt eos* \. co«9. 

S. 187 FoifMl 1) statt 1. J^. 

S. 180 Z. a f. n. statt Gleicbmigen I. Iin|leicbungen. 

S. 165 Z. II T. u. siau = — 1.2.3.4 

S. 160 Z. 7 V. «. stall rfl»'— 1 !• «W— X. 

1 1 

S. 102 Formel 5) suu 2s+i 1. sx+l» 
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